Wyklad 9

9.1. Okresowe Hamiltoniany i okresowe sekwencje impulsow radiowych
Rozwazmy uktad spinowy z Hamiltonianem

H(t)= H()+ H

wew s

(9.1)

gdzie zalezny jawnie od czasu Hamiltonian () opisuje zaburzenie uktadu spinow, wskutek

dziatania sekwencji impulséw (na przyklad oddziatlywanie z polem radiowym ), a H,,, -

Hamiltonian oddziatywania jader (oddziatywanie ,,wewnetrzne” jader).

Wprowadzmy macierz gestosci 0 (¢), ktora jest zwigzana z macierza gestosci p (¢),

opisywanej rownaniem Liouville’a
dp :
— = -i[H(@®),p (¥)],
Qi [H(1),p ()]

wzorcm

OERACTIGIUN G

gdzie

U, (1) = T%exp%- if dt/Hl(t/)E

0

o n

1 T - operator Dysona.

Ze wzoru (9.3) mamy

F)= U 0pOU@) .

Rézniczkujac (9.5) wzgledem czasu znajdujemy

dp _ du;’ oodU, o dp
— ==L o), + U'p(t)—L+ U '—U,,
dt dt p() 1 lp()dt 1 dt 1

Poniewaz

dU;"!
dt

ze wzoru (9.6), biorac pod uwage (9.2) 1 (9.4) mamy

cfi—’;: iLH,(0), 0 (0)]- iU, '[H\(0),p OIU, - iU '[H,,,.p (OIU, =

71

PO, + U (t)%= iH, () (1)~ i () H,(1) = i H,(0),p )] ,

(9.2)

(9.3)

(9.4)

(9.5)

(9.6)



= -i[H,,, (0,7 ®)] ,
gdzie
i, O=U'OH,, OU® .

wew

Formalne rozwigzanie réwnania (9.7) ma postac
pF0=U,, OrOVU,,©® ,

gdzie

U, (1= T%exp%- iJi d/ﬁwew(z/)%

0

[N ]

Uwzgledniajac (9.3) 1 (9.9) otrzymujemy

p()= U,()p (U, '(t) = U (U, (OF (O, (OU; (1) =

= U0p (0)U (1),
gdzie

U= U,0U,,,(@) .

(9.7)

(9.8)

(9.9)

(9.10)

(9.11)

(9.12)

W impulsowej spektroskopii NMR czesto stosuja powtarzajace si¢ (okresowe)

sekwencji impulséw. Oznaczmy Hamiltonian oddziatywania

spinow  jadrowych z

zewnetrznymi polami radiowymi przez H,(¢). Oddziatywanie H,(f) nazywa si¢ okresowym,

jezeli

Hi(t+1,)= H(@).

(9.13)

Zaburzenie opisywane Hamiltonianem /,(f) nazywa si¢ okresowym jezeli operator ewolucji

U,(?) tez jest operatorem okresowym
U@)=U,(t1) .

W og6lnym przypadku ¢, = nt,, gdzie n= 1,2,---.

Poniewaz U,(0) = 1 ze wzoru (9.14) znajdujemy

Ui(t.)=U,(0)= 1,

Czyli
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JU(NL)Y=1, N=12,..

(9.14)

(9.15)



U,(Nt,) = Tgepo- i J'Cdt/Hl(t/)H% =1, (9.16)

iR i

Okresowo$¢ propagatora U, (f) (9.14) powoduje, ze Hamiltonian H,, (f) tez bedzie

operatorem okresowym

H, (t+ Nt)=H,_ (1) . 9.17)

wew

Istotnie, zgodnie ze wzorem (9.14)

ﬁwew(t+ Ntc) = Ul_l(t+ Ntc)HwewUl(t+ Ntc) =
= U (OH, U, (0= H (0) 9.18)
Skutkiem okresowosci I-leew (9.18) jest
D Mt - ) ) D
U,e(Nt.) = Texpl- i [ H,,,(t)dt [
0 i
D . r7 / /D E D . r7 / /DEN N
= Texpl- Ni[ H,, (NO)dl'0= IT0- i H,,,()di' 1] = U@ . (9.19)
g% B 88 o i

Ze wzoru (9.19) wynika, ze dla tego zeby opisa¢ stan uktadu w dowolnej chwile calokrotnej
f. wystarczy wiedzie¢ ewolucje uktadu w ciggu jednego okresu.
9.2. Rozwini¢cie Magnusa i teoria Sredniego Hamiltonianu

Rozwinigcie Magnusa w odroznieniu od rozwini¢cia Dysona

U(t) = T@exp%- ij dﬂH(ﬂ)%g, (9.20)

0

przedstawia propagator U, (f) w postaci jednej eksponenty

U, ()= Tgepo- ifdt/ﬁ (t/)H% = exp(- iFtc), (9.21)

10

gdzie

F=H+HY+ H?+ ..., (9.22)
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t

~

— 1
H = - I H, . (t)dt , (9.23)
c0

wew

. t
1

HO = - 5 idtzj dt,

0

ﬁwew(tZ)’ﬁwew(tl) H (924)

c

I3 12

[ LT 0Ty 00, 11 o T 1), T (0T,

6.

c

H® = -

(9.25)

Jezeli operatory H, () komutuja migdzy soba dla wszystkich chwil, to zgodnie z

wew

(9.22) — (9.25)

F=H. (9.26)
Operator [ nazywa si¢ $rednim Hamiltonianem.
9.3. Sekwencja Carra-Purcella

Sekwencja Carra-Purcella zawiera dwa 180° impulsy o czestotliwo$ci Larmora (rys.

9.1). Okres sekwencji wynosi 47 .

90 180 180 180
Po—t1—P) —1—1—P  —1—1—-PX—1v— ...

UHKJ

Rys.9.1. Sekwencja Carra-Purcella

Ta sekwencja byta zaproponowana na poczatku dla wyeliminowania w Hamiltonianie cztonu,
opisujacego oddzialywanie momentéw magnetycznych jader z niejednorodnym polem

magnetycznym
Hniejed - _yz ABSIZZ - _z AleZi . (927)

Rozwazmy dzialanie sekwencji Carra-Purcella na przyktadzie uktadu spinowego z

Hamiltonianem
H(EZ) = Hniejed * Hwew ) (928)

gdzie H,,, - Hamiltonian oddzialywania jader typu oddziatywania homojadrowego dipol-

dipolowego albo kwadrupolowego.
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Sekwencja Carra-Purcella (rys.9.1 i 9.2) zawiera tylko impulsy 180°, ktore obracajg
spiny jader o 180° i nie zmienia Hamiltonianu #,,,
exp(-inl, )H,, exp(inl )= H,,, . (9.29)

Zalozmy, ze w poczatkowej chwili, przed dziataniem sekwencji impulsowej Carra-
Purcella, uklad spinowy znajduje si¢ w stanie réwnowagi termodynamicznej i macierz

gestosci

P poc: ~ 1. (9.30)

Przypusémy teraz, ze pierwszy radiowy impuls 3900 jest impulsem 90°, pole radiowe

B, ktorego jest skierowane wzdluz osi Ox wirujacego z czgstoScia Larmora uktadu

wspohrzednych (rys.9.2). Po dziataniu na uklad spinowy pierwszym impulsem 90] macierz

gestosci przyjmuje postac

Vi 0.
P(O) ~expl- i 1 B expliT 1, = -1 9.31)

(sz)x I,

rse%igonse /\ \/ N\ \/

Rys.9.2

Nastepng ewolucje operatora macierzy gestosci w wirujacym uktadzie wspotrzednych

opisuje rownanie Liouville’a, rozwigzaniem ktorego jest
o) ~-expl- iHO )1, explir 1) | (9.32)

Po dzialaniu na uktad spinowy drugim impulsem 180 operator macierzy gestosci w chwili ¢

(rys.9.2) ma postaé
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p (1)~ expl- il (e~ 1))exp(- il )p (@ Yexplin,)explit§ (- 1)) =
= - expl- iH (¢t~ 1)|R expl- iH 1 )1, expGHSNR explil G- 1)), (9.33)
gdzie
R, = explinl ).
Poniewaz
R 'R = expl- inI )explinl )= 1, (9.34)
przepiszmy wzor (9.33) w postaci
p (1)~ expl- iHS (¢~ 1))expl- il Jexp(- in1, )1 explin,)exp(GH St yexplilH (2 - 1) =
= - expl- iHO (¢ 1))expl- B 1, expH O yexpliHQt- 1)) . (9.35)

gdzie

HS = exp(-inl )[H, .y + H,,Jexplinl,) =

niejed
=ty bo v H,, (9.36)

Korzystajac z rozwinigcia Magnusa znajdujemy

t- 21
H =

t

~ | —

IHzgg)(tl)dtl = Z A wi]zi ¥ Hwew . (937)
0 i

Ze wzoru (9.37) wynika, ze gdy ¢= 21 oddziatywanie # .4 znika. Do$wiadczalnie to
obserwujemy jako sygnat echa (echa Hahna) (rys.9.2). Znak (-) w (9.35) okresla faze¢ sygnatu.
Zgodnie z (9.35) przed dzialaniem na uklad trzeciego impulsu 1807 operator macierzy

gestosci w chwili 37 (rys.9.2) ma postac
pQ3r)~- exp(- 2iH 1 )exp(- iH "1 )Iy exp(iH $1 )exp(2iH§2)T ) . (9.38)

Po dziataniu na uklad spinowy trzecim impulsem radiowym 180] operator macierzy gestosci

w chwili 41 przyjmuje postacé
(1= 4)~ - expl- iHOT R 'p (3 )R, expliH O ) =

~ - oxp|- iHYT R} expl- 2iH Ot Jexp|- i1 |1, exp(l St yexpl2iH 1 |R, expliH St )
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(9.39)

Zn6éw wykorzystujac (9.34) ze wzoru (9.39) mamy
p(t)~+ exp(- iH'r )exp(- 2iH Ot )expﬁ- iHr ﬁ]y exp(iH$r )exp(2il§£2)r )exp(iH(fg)r ) ,
gdzie

1—70(2) = exp(- in[x)[ﬁ Hwew]exp(iﬂlx) =

niejed *
- _ = (0)
- Z A wilzi ¥ Hwew - Hod . (940)

Korzystajac z rozwini¢cia Magnusa znajdujemy

t.- 4
t(,’

H =

QNl’—‘

t,
J'H(()g)(tl)dtl - z A wilzi * Hwew . (941)
0 1

Poniewaz #, = 4T ze wzoru (9.41) widzimy, ze w chwili . znéw powstaje sygnat echa (rys.

9.2), faza ktorego jest przesunicta o 180°, wzgledem fazy sygnatu echa w chwili 21 . A zatem
znak + we wzorze (9.39) odpowiada formowaniu sygnatu echa wzdtuz osi +JV, a znak (-) we

wzorze (9.35) — formowaniu sygnatu echa wzdtuz osi -V wirujgcego uktadu odniesienia (rys.
9.3).

—_ Ozubnrowasn
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Rys.9.3. Krzywe przerwane — obwiednie sygnatow ech spinowych

Praktyczne zalety wykorzystywania sekwencji Carra-Purcella sa zwigzany z tym, ze pomiary
obwiedni sygnatéw ech spinowych (rys.9.3) w sekwencji Carra-Purcella pozwala zmierzy¢ w

jednym eksperymencie calg krzywa zaniku amplitudy sygnatu echa.
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9.4. USrednienie oddzialywan jader wskutek rotacji probki

Rozwazmy usrednienie dipolowych oddziatywan jader w MAS spektroskopii
wielospinowych uktadow korzystajac z rozwinigcie Magnusa.

W cialach statych oddzialywania dipolowe migdzy momentami magnetycznymi jader
zwykle przewyzszaja oddzialywania wywotujagce chemiczne przesunigcie czgstosci
rezonansowe] jader, co nie daje mozliwosci doswiadczalnego pomiaru przesunigcia
chemicznego jader. Jedna z metod wyeliminowania oddzialywania dipolowego, w celu
otrzymania w cialach statych widm MRJ o wysokiej rozdzielczo$ci, jest metoda rotacji probki
wokot jednej (albo dwu) osi z duzg predkoscia (kilka kilohercow).

Rozpatrzmy efekt wyeliminowania oddziatywan dipolowych wskutek rotacji probki i
zapiszmy hamiltonian oddziatywania dipolowego jader (patrz wzor (4.119) w skrypcie) w

postaci

n 1 [ A A A~ \0
ar=ly pieid -1 i HDbkbl, (9.42)

2 iz7 jz ix /x "y
ki=x,p,z[]i5

Przy rotacji probki wokot osi z dowolnego uktadu wspotrzednych z predkoscig katowa Q ,

sktadowe tensora oddzialywania dipolowego beda zalezne od czasu 1 jak fatwo sprawdzic,

korzystajac z definicji tensora D},

i M
DY = - L *hR, (1- 3cosz<91.j) ,

2

D’ = Sﬁ%ythfE%(%osz 6, - l) - %sin2 0, cos(2a),t + 2(/)0.)%

D) = 2hRU 0 (3cos 0, - 1)+ %sm 0, cos(2a)t+ 2%)% ,
l/-_3/‘o 2hR_3‘20'(2 t+2) 0.43
w T TSR ) My SOy SIMEWLT 2y ) (9.43)
i_ 3 My a3
D’ = - Eﬁy hR;’sin20), cos(2cu,t+ 2%) ,
DI = -3 P 2hp-3in20, sinf2e,t + 2¢,)
= g r Y hR;sin20,sin[20,t+ 29, )
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We wzorach (9.43) katy 0; i ¢, sa kulistymi wspdétrzednymi wektora 1@, w uktadzie

wspbtrzednych, gdy o§ z pokrywa si¢ z osig rotacji probki. Oczywiscie, ze katy 0, s3 nie
zalezne od czasu, poniewaz 0$ Z jest 0sig rotacji probki.

Z teorii $redniego Hamiltonianu wynika, ze jezeli czgstos$¢ rotacji probki jest wicksza
niz M (M, - drugi moment widma MRIJ), to w bardzo dobrym przyblizeniu
oddziatywania dipolowe jader opisujg usrednione w czasie tensory oddziatywan dipolowych

‘.
(Dy)) = Lip [Dinyar (9.44)
0

t

c

gdzie o,t, = 360",
Po podstawieniu (9.43) do (9.44) otrzymujemy

(D)= (Di)= - %D;g , (9.45)

(D)= (DL)=(DL)=0 . (9.46)

Uwzgledniajac (9.45) 1 (9.46) ze wzoru (9.42) znajdziemy nast¢pujacy wzor na efektywny,

usredniony ($redni) Hamiltonian oddzialywania dipolowego

1

HO - %Z (210, - 1,1, - lezjy)HD” b2 - D” ? - ~ D Dbj@z

(9.47)
= [ap2-1)y pilerg, - 10, - 1,1

iz" jz ix” jx " jy

-lkl»—‘

>

Podkreslimy, ze we wzorze (9.47) D’ jest sktadowa tensora oddziatywania dipolowego jader
I,J w ukladzie wspotrzednych, w ktorym o$ z pokrywa sie¢ z osig rotacji probki.

Jesli kat miedzy osig rotacji probki i zewngtrznym polem magnetycznym B,

oznaczymy przez V , to b, = cosy i wzor (9.47) mozemy zapisa¢ w postaci

HY - %(30052 y - )IH® (9.48)

gdzie

12 D211, - 1,0, -11,) .

iz jz ix™ jx " jy

0) -
Hd =

>

Ze wzoru (9.48) wynika, ze w przypadku gdy
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3cos’y-1=10, (9.49)

oddziatywania dipolowe migdzy jadrami znikaja, a wigc widmo MRJ w tym przypadku begda
okreslaty inne oddziatywania jader, ktore nie usredniaja si¢ do zera wskutek rotacji probki.

Ze wzoru (9.49) otrzymujemy, ze kat 7V, przy ktorym zanikaja oddzialywania

E arccosE\/g%: 5444’ (9.50)

Kat 7 rowny 54°44’ nosi nazwe kata magicznego, a spektroskopia otrzymywania w ciatach

dipolowe jest rowny

stalych widm MRJ o wysokiej zdolnosci rozdzielczej za pomoca rotacji probki wokot kata
magicznego nazywa si¢ spektroskopia MAS (od angielskiej nazwy — Magic-Angle-Spinning).

Przekonajmy si¢ teraz, ze w spektroskopii MAS hamiltonian przesunigcia
chemicznego nie usrednia si¢ do zera. Hamiltonian przesunigcia chemicznego w przyblizeniu

silnego zewnetrznego pola magnetycznego ma postac (patrz rozdziat 4 skryptu)
0 N i i
HY =0,y 01 (9.51)
i=1

Tu o, - zz-sktadowa tensora przesunigcia chemicznego i-go jadra w uktadzie odniesienia,

w ktorym o§ z rownolegla jest do EO .
Z prawa transformacji tensoréw drugiego rzedu wynika

ol = Z o}, Ub,b, '

zz
k,l

(9.52)

Ze wzoru (9.52) dla uSrednionej zz-skladowej tensora przesuniecia chemicznego
otrzymujemy

(o)

2171

O’i(l - cos’ y) - %(30082 Y- l) o’ . . (9.53)

N | W

Tu

o' = %(a;x + Jj,y + 0;) (9.54)

- izotropowa cz¢§¢ tensora przesunigcia chemicznego, a o, . - skladowa tensora przesunigcia

chemicznego w uktadzie wspotrzednych, gdy o$ z, pokrywa si¢ z osig rotacji probki.
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Jak wynika, ze wzoru (9.53) przy rotacji probki wokot kata magicznego (9.50)

efektywny, sredni Hamiltonian przesunigcia chemicznego ma postac

HY = wof c'I't0 . (9.55)
=

Wiec spektroskopia MAS umozliwia otrzymanie widma MRJ w ciatach statych o wysokiej

rozdzielczo$ci 1 zmierzenie izotropowych sktadowych tensorow przesuniecia chemicznego

jader.

Niestety spektroskopia MAS wymaga duzej czgstosci rotacji probki, co nie zawsze
moze by¢ spelnione praktycznie. Przy matych czesto$ciach rotacji probki z obu stron sygnatu
wysokiej rozdzielczo$ci wystgpujg rotacyjne pasma boczne i zmniejszenie rozdzielczosci linii
gtownego widma. Zwigkszajac szybkos¢ rotacji powodujemy oddalanie si¢ pasm bocznych i

spadek ich natezenia.
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