Wyklad 6

Nieprzywiedlne (nieredukowalne) operatory tensorowe w NMR
6.1. Definicja nieprzywiedlnych operatoréw tensorowych

Zgodnie ze wzorem (4.58) dowolny operator A(X,Y,Z) przy przejsciu od uktadu
wspolrzednych XYZ do ukladu X'Y’'Z’ przeksztalca si¢ zgodnie ze wzorem

AX',Y',Z")= RA(X,Y,Z)R ", (6.1)

gdzie operator R okreslajacy przeksztatcenia od uktadu wspotrzednych XYZ do uktadu

X'Y'7' mozna przedstawi¢ (patrz (5.30)) jako iloczynu trzech operatoréw obrotu o trzy katy

Eulera 0 ,f .,y (rys.6.1)

Rlo.B.y)= R, ()R, (BIR,(@). 6.2)

Rys.6.1. Katy Eulera

Elementy macierzowe operatora (6.2)

(m[R{a .y )jm')= DI {a.B.y)= ™ (mle™ |m')e ™, (6.3)

nazywaja funkcjami Wignera albo uogdlnionymi funkcjami kulistymi.
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Macierzowe elementy operatora d'”), = e’ dla j = 2 sg przedstawione w tabeli 6.1

Tabela 6.1. Macierzowe elementy operatora d/), = ¢ ”' dla j= 2
q/q —2 —1 0 1 2
\ 4 2 [3 2 Y. 4
-2 a —2d*c \/ 3¢ —/2b%c b

—1 V2a*c a*2d—1) —/3cd B’ 2d+1) —+/2b%c

0 i@ Vi -1 —V3ed |3
1 2b*¢ b*2d+1) +/3cd a2d—1) —+2d%
2 b V2b3c V’Ecl V2dic a*

Tuqg=mig =m';a=cosP /2, b=sinf /2, c= \2ab = Lsinﬁ ,d=a - b"=cosp

V2

Operatory 7. (m= j,j-1,...,7 j+ 1 j) nosza nazwe nieprzywiedlnych operatorow
tensorowych rzedu J, jezeli przy obrocie uktadu wspotrzednych, operatory przeksztalcajg sie

zgodnie z nieprzywiedlnym (nieredukowalnym) przedstawieniem D™ grupy obrotow

() p-1 = ) )
RTVR ' = Z DY (R 6.4)

gdzie m = Joj-Lo.,-jt1-j.
Jezeli operator R jest operatorem obrotu dookola osi z o nieskonczenie maly

(infinitenzymalny) kat ¢
R=e™ =1-@l +-, ¢- 0, (6.5)
to dla lewej strony wzoru (6.4) mozemy zapisacé
(1- i )T (14 ie1) = TV - ig |1, T+ .- (6.6a)
Dla prawej strony rownania (6.4) mamy

Y D00 =y (jm R, )| jm)T = Y (jm |1 ieL | jm)T7 -

m

” m z , (6.6b)
=T, - iemT,”
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Z poréwnania (6.6a) i (6.6b) cztondw jednego rzedu znajdujemy

|1, 1= mT (6.7a)

e,

Jezeli R=e " = 1-i¢l, + ---, to podobnie do tego co zrobiliSmy wyzej otrzymujemy

L.,1]= JjG* )= mmz )OTY) . (6.7b)

W ksigzce Ch.Slichtera nieprzywiedlnymi operatorami tensorowymi sg operatory, ktore
spetniajg  warunki komutacyjne (6.7a) 1 (6.7b). Slowo nieprzywiedlny oznacza, w
uproszczonej interpretacji, ze mamy do czynienia z grupg operatorOw odpowiadajacych

okreslonemu J, a nie na przyklad z mieszaning operatoréw o réznych J .
6.2. Niektore wlasciwosci operatoréow tensorowych

1. Z okreslenia operatora tensorowego (4) wynika, ze rzad operatora tensorowego (t;.

J)) nie zmienia si¢ przy obrocie uktadu wspotrzednych.

2. Operator tensorowy (Tngf ))+ jest zwiazany z operatorem T réwnaniem
(7o) = (- 1)1 . 6.8)
3. Dla iloczynu dwdch operatorow tensorowych jest stuszna reguta

<Tn§{’> T,f,f‘>> : Trﬁ(Tnif/))+ T,;”ﬁ: 5.8 (6.9)

4. Ze wzoru (6.9) wynika, ze

00 >0
TT(J): 1
AR (6.10)

czyli wszystkie tensory nieprzywiedlne (oprocz T, - skalara) z j # 0 maja zerowy $lad.

5. Dla okres$lonego catkowitego spina uktadu 7, / zmienia si¢ od 0 do 27, czyli

0< j<2I, (6.11)
a dla kazdego J, M zmienia sicod - J do J, czyli
m= j:j_ 17”':_j+ la_j . (612)
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Ze wzoréw (6.11) i (6.12) wynika, ze dla okreslonego spina / mamy (27+1)°
nieprzywiedlnych operatorow tensorowych 7T\”. Istotnie, liczbe nieprzywiedlnych

operatorow tensorowych 7, ' rowna si¢

f Q7+ 1) 14 34t (414 D)2 n(al;r a,) _ 2+ 1)(12+ 41 + 1) = 21+ 1) 6.13)

A zatem:

1.dla 7=1/2 mamy (27 + 1)* -~ 4 nieprzywiedlnych operatoréw tensorowych;

Zgodnie z (11) dla = 1/2 mamy j = 0,1, a wigc mamy nieprzywiedlne tensory: 7, , T,",
O, 70,

2.dla 7= 1 mamy (21 + 1)’ - 9 nieprzywiedlnych operatoréw tensorowych;

Zgodnie z (11) dla =1 mamy j= 0,2, a wiec mamy nieprzywiedlne tensory: 7, , T\,
O, 1O, 12, 1O T 1, TP,

s -1

3.dla 7= 3/2 mamy (27 + 1)’ - 16 nieprzywiedlnych operatoréw tensorowych;
4.dla I=5/2 mamy (2 +1)> - 36 nieprzywiedlnych operatoréw tensorowych
itd.
Nieprzywiedlny operator tensorowy 7, nazywa si¢ skalarnym operatorem. Mozna

udowodnic, ze

1 ~
I, = 1 (6.14)

gdzie ] - jednostkowy operator.
Nieprzywiedlne operatory tensorowe 7.’ nazywaja wektorowymi operatorami.

Mozna udowodnié, ze

1
1 - —
0= 5L

J2

Ii

>

=1, (6.15)

gdzie I, = I, til,.
Nieprzywiedlne operator tensorowy 7.” nazywaja skladowymi tensorowego

operatora drugiego rzedu. Mozna udowodnié, ze



1

3 = 513, (6.16a)
1
I = +3(IZL + 11, (6.16b)
7= L(32- 11+ 1) 6.16
0 \/g z . (6.16¢)

6. (21+ 1) nieprzywiedlnych operatoréow tensorowych tworza zupely ortogonalny
zbidr operatorow w przestrzeni Hilberta, a zatem dowolny operator 4 mozemy zapisa¢ jako
21

A:Z zj A;j)T,,Ej) , (6.17)

Fom=-

dzie T" - nieprzywiedlne operatory tensorowe.
g przyw P y

Jezeli wybierzemy operator macierzy gestosci P, to zgodnie ze wzorem (6.17)

mozemy zapisac

20 o
p=Y Y 0T (6.18)

JE0m=-j

Zgodnie ze wzorem (6.9)

DI SR (<j>)+ - v S )
@)= 3 Y o ALY Y 8, el (619)
J=om'=- JEOm=-j ‘
Wspotczynniki
0= (19|0) (6.20)

nosza nazwe tensordéw statystycznych albo multipolej stanow.
6.3. Hamiltoniany oddzialywania w NMR a nieprzywiedlne operatory tensorowe

W NMR ciat stalych sg szeroko stosowane metody przejscia od jednego uktadu
wspotrzednych do drugiego. Przy takich przejsciach Hamiltonian oddziatywania uktadu
spinowego zmienia swo¢j ksztalt 1 analiz¢ takich zmian najlatwiej prowadzi¢ zapisujac

Hamiltonian oddziatywania przez sktadowe nieprzywiedlnych operatoréw tensorowych

+2
H=CY )"V, (6.21)
m=-2
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W Tabeli 6.2 sg przedstawione wzory na 7O i V% oraz statej C dla réznych

Hamiltonianow oddziatywania w NMR cial statych. Indeks gorny LAB przy V% oznacza, ze

-m

wzory s3 zapisane w laboratoryjnym uktadzie wspotrzednych, czyli w uktadzie w ktérym o$

—

z jest wybrana wzdtuz kierunku stalego pola magnetycznego B,, a 0§ X - wzdtuz osi cewki
RF, czyli wzdhiz kierunku zmiennego (radiowego) pola magnetycznego El. Indeks gorny

PAS przy V2 oznacza, ze wzory sa zapisane w gtéownym ukladzie wspohrzednych tensora

oddziatywania (in the Principal Axis System), tj. w uktadzie wspoétrzednych w ktoérym tensor

oddziatywania ma diagonalng postac.

Tabela 6.2. Sktadowe nieprzywiedlnych operatorow tensorowych dla r6znych oddziatywan

Parameter Chemical shift Dipolar interaction Quadrupole interaction
between I; and I
2 Wo eQ
C 7 2yt — =
v YV 2121 — 1)

2 7 n 1,
Ty V/ 21.By V L3Lii — LIy) V 32— 11+ 1)

2 n n n
TS V 31.1By V il + il cqi) V Tl +1_.1.9)
3 0 Leyil i Iz,

2)PAS /3 /3 3 —3 [3 [3
Vo J ‘ \ 2(0zz — Oiso) = % 58 \V '5?}1-1 \V %V;/,x =4/ 2%
VPAs 0 0 0
Vs Hoxx — oyy) = ind 0 $1(Vxx — Vyy) = ineq

5 Iy [31 [3cos?0; —1 Iy
VS JLAB \; 50 F (e, B, m) V’ 55 (f Vf %eqF(u. B, n)

Tu
3cos’f - 1 .
F(a B0 ) = HT/} + %smzﬂ cos20 § . (6.22)

We wzorze (6.21) operatory T i V%) sa nieprzywiedlnymi operatorami tensorowymi, ktore

. . r o . 2 . . . . 2
dziatajg na r6zne zmienne: operatory 7> dziataja na zmienne spinowe, a operatory V.’ - na

wspotrzedne przestrzenne (sieciowe zmienne).
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6.4. Zapis operatora kwadrupolowego oddzialywania w NMR przez nieprzywiedlne

operatory tensorowe

Zgodnie z podrecznikiem Ch.P.Slichtera (wzér (17) str.171) Hamiltonian
oddziatywania kwadrupolowego mozemy w dowolnie wybranym uktadzie wspotrzednych (

XVZ') zapisa¢ w postaci

O 73 e ) P (L L) P (1L L)

°"a121-1) . (6.23)
VLT
gdzie
- - ~ 1
Bz Vs Tz Vativy Vo= olv-v )i, (624)

Biorac pod uwage okreslenia (6.16) nieprzywiedlnych operatorow tensorowych 7.

zapiszmy wzor (6.23) w postaci

eQ 2 1
H,= R 1) = \fy I+ 1)+ (-1 )H \f HH\E(U +11)H
e 1)@@17_1@@— \g(u; 121+)H+ 122%1_22 +V D% 12 E

eQ 2)(2) 2)(2) 2)(2) (2)r(2) (2) (2)]—
Q[ - 0T -y s yOrd s y 1)

0

T 20011
: cfz(- ). 1 (6.25)
£
gdzie
: #ﬁzl) (6.26)
i
vy = V\E A ¢%(Vz,¢i iv,), V- H_( -7, |t iv, H (6.27)

We wzorze (6.25) sktadowe nieprzywiedlnych tensorow 7, I A sq zapisane w

dowolnie wybranym uktadzie wspoirzgdnych.
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