Wyklad 5
Spin

5.1. Operatory spinowe

Niezaleznie od orbitalnego momentu pedu, elementarne czastki materii (elektrony,
protony, neutrony) maja rowniez pewien wilasny, wewngtrzny moment pedu, nazywany
spinowym momentem pedu. O istnieniu spinowego momentu pe¢du S$wiadcza liczne
do$wiadczenia 1 zjawiska (réwniez z dziedziny magnetycznego rezonansu jadrowego).
Istnienie spinu wynika w sposob bezposredni z rownania Diraca, bedacego relatywistycznym
uogo6lnieniem roéwnania Schrodingera.

Spinowy moment pedu jest wektorem J o trzech sktadowych 7..7,.1.. (Tu stalg

Plancka wprowadzili$my jedynie dla dalszej wygody.) W mechanice kwantowej spinowemu

momentowi pedu odpowiada wektorowy operator fh, przy czym miedzy sktadowymi

spinowego momentu pedu I xh,f Vi I _h istnieja zwigzki komutacyjne takie same, jak dla

sktadowych operatora orbitalnego momentu pgdu

[/..1,]1= i,
[1,,1.1=il,, (5.1)
[1.1]1=i,

Operatory spinowego momentu pedu majag wigc wiele cech wspolnych z operatorami
orbitalnego momentu pedu. Jednak, w odréznieniu od operatoréw orbitalnego momentu pedu,

dla operatorow spinowego momentu pedu w rownaniach

1‘2

Im)= I(I+1)

Im) (5.2)

A

IZ

Lm)= m|I,m) (5.3)

liczby kwantowe / 1 M mogg by¢ potéwkowymi.
Z doswiadczen wynika, ze dla elektronu, protonu, neutronu spinowa liczba I jest

rowna 1/2. Wektorowy operator J bedziemy nazywali krotko spinem.
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5.2. Spin jadra

Jadra atomowe sktadajg si¢ z neutronow i protonéw (nukleondw). Neutrony nie maja
tadunku elektrycznego, natomiast tadunek protonu ma znak przeciwny do tadunku elektronu i
takg samg warto$¢. Oprocz spinowego momentu pedu nukleony moga posiada¢ orbitalne
momenty pedu, wskutek orbitalnego ruchu nukleonéow w jadrze. Wypadkowy moment pedu

jadra tworza wiec spinowe 1 orbitalne momenty pedu nukleonow. Jadra atomoéw maja $rednice
~10""m 1 w wielu praktycznych zagadnieniach mozemy rozpatrywa¢ jadro atomowe jako
,punktowg” czgsteczke o wypadkowym momencie pedu 77 . Ten wypadkowy moment pedu
bedziemy nazywali spinowym momentem pedu jadra, a odpowiedni operator f - spinem

jadra.
5.3. Funkcje wlasne spinu

Spinowy moment pgdu punktowej czasteczki nie jest zwigzany w sensie mechaniki

klasycznej z ruchem orbitalnym, a zatem nie mozemy zapisa¢ dla odpowiedniego mu

operatora wyrazenia (4.3). W tym przypadku funkcje wilasne spinu |/ ,m> ((4.60), (4.61)) nie

sg funkcjami wspolrzednych przestrzennych 7,60,¢ (4.17) i opisuja tylko stany, w ktorych

sktadowe spinowego momentu pedu sg rowne mh (m=-1,...,I'). Na przyktad jezeli spin

czasteczki jest rowny 1/2 ([ =1/2), to istnieja dwa wlasne stany tej czasteczki: |+ 1/ 2> i
|- 1/2). W stanie |+ 1/2) rzut wektora spinowego momentu na o§ Z jest rowny + 1/2%

(,,spin do géry”), natomiast w stanie |' 1/ 2> rzut wektora spinowego momentu na o$ Z jest
rowny - 1/2h (,,spin do dot”).
Dla operatoréw spinowych stusznych jest wiele wynikéw otrzymanych dla operatora

orbitalnego momentu pedu, a mianowicie:

Plm)= I(I+ D\m) , (5.4)

fz m> = m|m> , (5.5

(m|l |m+ 1)= %Jz(n 1)- m(mt 1), (5.6)
(mll | jum 1)= ¢ é\/1(1+ D= mmt 1) . (5.7)
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(m|l,|m-1)= JI(I+1)- m(m- 1) | (5.8)

(m|I_|m+1)= \JI(L+ 1)- m(m+ 1) . (5.9)
Stuszno$¢ wzoréw (5.4) — (5.9) dla operatoréw spinowego momentu pedu jest wynikiem

identycznosci regut komutacyjnych sktadowych operatora spinu fx,f y,f . (5.1) z regutami

komutacyjnymi dla sktadowych orbitalnego momentu pedu jx,j y,jz (4.4). Z teorii grup

wynika, ze wlasnie zwigzki komutacyjne okreslajg rodzaj symetrii, z jakim wigzg si¢ dane
operatory. Na wykladzie 4 widzieliSmy, ze operator momentu pedu jest Scisle zwigzany z
obrotem uktadu wspotrzednych. W zwigzku z tym okazuje sie, ze orbitalny moment pedu
wigze si¢ z symetrig sferyczng. Operator spinowy rowniez wigze si¢ z symetrig sferyczng

wzgledem obrotéw osi uktadu odniesienia w spinowej przestrzeni Hilberta.
5.4. Rotacje w spinowej przestrzeni Hilberta

Podobnie do wzordéw (4.51) — (4.53) obroty uktadu odniesienia w przestrzeni Hilberta

mozemy opisa¢ za pomocg operatoréw obrotu R,- (J=X%»,2):
1. Obrot wokot osi X
R(0)= expl- iad | , (5.10)
2. Obrot wokot osi V
R (0)= expl- ifl) | (5.11)
3. Obrot wokot osi z

l%z(a) = exp(- iyfz) . (5.12)
Przy obrocie dookota osi i (= X,¥,z) operator 4, zgodnie z (4.58), przeksztalca si¢
w operator 4, réwny

A= RAR" . (5.13)

A

Korzystajac z (5.10) — (5.13), obliczymy przeksztatcenia operatorow I x,f , 11,

Rozpatrzmy najpierw obrot wokot osi z. Jezeli operator 4 we wzorze (5.13) jest
rowny [ _, to otrzymujemy oczekiwany wynik

Iy

expl- iyl )1 explipl | = 1. . (5.14)

z
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Jezeli A= I ., to obrot wokot osi z przeksztalca operator I . W operator

exp(- iyfz)lx exp(iyfz) ) (5.15)

Dla obliczenia (5.15) skorzystamy z twierdzenia Banwella-Primasa (wzory (1.55)-(1.58)).
Uwzgledniajac komutacyjne zwigzki (5.1) otrzymujemy, ze we wzorach (1.55) — (1.58)

5:5:p:(); ﬁ:—y:—i; j_:],

skad
expl- 1)1, expliyl.)= (5.16)
= I ,cosy+ I siny .
W podobny sposéb znajdujemy, ze
exp(' iViz)[J> exp(iyfz) - (5.17)

= -1 sinyt [ cosy
exp(- inAZ)Ii exp(iyfz) = Ie"
Z porownania (5.16), (5.17) i (4.46) widzimy, ze przy obrocie ukladu odniesienia w

przestrzeni Hilberta wokot osi z o kat 7 sktadowe operatora spinowego ]i przeksztatcajg si¢

podobnie do przeksztalcania sktadowych wektora 7 przy obrocie ukladu odniesienia w
przestrzeni euklidesowe;.

Dla obrotow dookota osi ¥ 1 V latwo znalez¢, ze

0j O 0 I, 0
exp(- iafx)gfy%exp(iafx): Efy cosa t fz sina% , (5.18)
HfZH Hiz cosa - fy sinaH

expl- ial )i, expliad )=

[~ . ~ o s .
= - ——1_sina+ I, cos’ =~ . sin’ —

J2 2 2

%fxg EIAY cosfi- 1. sinﬁ%
eXP(' iﬁfy)ufyuexp(iﬂfy)= 0 i, 0> (5.19)
HfZH Hfz cosf + fx sinﬁH
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exp(- iﬁf ) )IAi exp(iﬂf y) =
LIAZ sinf§ + I: c0s2§+ I; sinzg '

NG

1+

5.5. Elementy macierzowe operatorow obrotu

Rozpatrzmy elementy macierzowe operatoréw obrotu IA?Z i IA?y w przypadku 7=1/2.

Dla operatora obrotu wokot osi z otrzymujemy oczywisty wynik
<m|exp(- iyfz)|ml> = exp(- iym)émm1

albo w postaci macierzy

<m|exp(- iyfz)

Latwo sprawdzi¢, ze takie same elementy macierzowe co i operator f?z(y) ma operator
5 - Y Chih ant
R_(y)= cos—- 2il_sin~- .
-(7) 5~ 2l sm
Dla operatora obrotu dookota osi V musimy obliczy¢ elementy macierzowe
1 .
a’,iml z <m|exp(- iﬂ[y)|m1> .

Z definicji eksponencjalnego operatora (1.49) wzor (5.22) mozemy zapisa¢ w postaci

n

1] m1>.

<m|exp(- iﬂlﬁv)ml> = Z ¢ g)n (m

n=0

Niech m= m, = £ 1/2 . Korzystajac z (5.7) tatwo znalez¢, ze

Ty
§

Podstawiajac (5.24) do (5.23) otrzymujemy

iZn

y

1+
I
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exp(- iﬁf y)

1
+ =
3

Niech m= -m, = t1/2 . Biorgc pod uwage (5.7) znajdujemy

il il :O’
2 2

. 2t (5.26)
2n+1
3

T l> - Tl
2 021
Po podstawieniu (5.26) do (5.23) otrzymujemy

W_¢c@B2y”_ B
t 5>— ;0(2—]1)!- COSE . (525)

T2n
Iy

1 . _1 ) (ﬂ/2)2n+1 . ﬁ

t —lexp\- Bl |F=)= ) ~——= Fsin— . 5.27

< 2 p( P, 2> L, 2n+1)! 2 (5:27)

Wigc operator obrotu wokot osi V dla 7 = 1/2 ma nastgpujace elementy macierzowe

1 . Ecosg - sin?%

43, (B)= (mlexpl- il Jm)= 0 2 20 (528)
Hsin— COs — H

2 2

W podobny sposéb mozemy wykazaé, ze macierz skonczonego obrotu dla / = 1 ma postaé

01 1 . 1 0
—(1+ cos - —sin —(1- cos
%2( B) 2 B 2( ﬁ)g
d,lnm1 = H %sinﬂ cos f3 - %sinﬂ H i (5.29)

01 1 1 0
—(1- cos —=sin —(1+ cos
1 ( h) 7 B > B )H
5.6. Dowolny obrot ukladu odniesienia. Katy Eulera

Dowolny obrot uktadu odniesienia mozna jednoznacznie opisaé za pomocg trzech
kolejnych obrotéw o trzy katy Eulera (&, 8,7 ). Katy Eulera okre$lajg trzy nastgpujacych po

sobie obroty, za pomocg ktorych uktad osi XYZ przechodzi z potozenia poczatkowego w

potozenie koncowe X,Y,Z,. Tych trzech obrotéw dokonujemy w nastepujacy sposob (rys.
5.2): 1) najpierw wykonujemy obrét o kat & (360°2 a2 0) wokot osi Z (operacja I%Z(a));
2) nastepnie dokonujemy obrotu o kat B (180° 2 a2 0) dookota nowej osi Y, (operacja

Iéy (B)); 3) wreszcie wykonujemy obrét o kat ¥ (360° 2 y2 0) wokot nowej osi Z, (operacja
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Iéz(y) ). Koncowe potozenie uktadu wspotrzednych pokrywa sie¢ z uktadem XY Z,. Z

definicji operacji przeksztalcenia ukladéw odniesienia wynika, ze dowolny obrot uktadu

odniesienia mozemy opisac¢ za pomocg wypadkowego operatora obrotu.

R(a,B.y)= R.()R (B)R.(a) . (5.30)

Z
ot
PR S
’ ~
P N
‘ e (3 ,I Yn
X Sa —— e
Y
xh

Rys.5.2. Katy Eulera

Dlatego wigc, zeby opisa¢ dowolny obrot uktadu odniesienia wystarczy znac tylko
elementy macierzowe operatorow obrotu wokotosi Z 1 Y.

Elementy macierzowe operatora (5.30)
D}, (a,B.y)= (m|R(a, B,y)m,) (5.31)

nazywane sg funkcjami Wignera lub uog6lnionymi funkcjami kulistymi.

Biorac pod uwage, ze funkcje stanow |m> sg funkcjami wlasnymi operatora fz, ze
wzorow (5.30) 1 (5.31) znajdujemy, ze
D;,, (a.B,y) = exp(-imy)d;,, (B)exp(-ima) (5.32)
gdzie
d,, (@)= Dy, (0,5.0)= (mlexp(-ipl,)m,) (5.33)

sg rzeczywistymi elementami macierzowymi.

5.7. Slady operatorow spinowych
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W wielu zagadnieniach magnetycznego rezonansu jadrowego mamy do czynienia z

obliczaniem §ladoéw spinowych operatoréw.

Obliczymy $lad operatora / 2. Poniewaz, zgodnie z wynikami §1.7, $lad operatora nie
zalezy od ukladu funkcji |n> , dla ktorego oblicza si¢ elementy macierzowe operatora,
bedziemy obliczali $lad operatora fzz w uktadzie wlasnych funkcji operatora fz. Biorac pod

uwage (5.5) znajdujemy

Trff:i (m|I?|m) =2 = —J(I+1)Q2I+1) .

m=-1

Korzystajac ze wzoru

5o
1

tatwo wykazac, ze

Tri! = %1(“ DI+ D3I+ 1)-1],
Tri = %I(H D21+ D3PI+ 1) - 311+ 1)+ 1],
Tvi® = 4i51(1+ DRI+ DS+ 1)’ - 10171+ 1)*+ 9I(1 + 1)- 3] .

Obliczymy teraz $lad operatora I 2. Pokazemy, jak mozna latwo znalezé $lad

operatora I 2. Wykorzystujemy do tego twierdzenie o niezaleznoéci $ladu operatora od

unitarnych przeksztatcen operatora, tj.
Trd= TrUAU ", (5.34)

gdzie {J - operator unitarny. Twierdzenie (5.34) wynika z wilasnoéci cyklicznoéci operacji
$ladu (1.29) 1 z definicji odwrotnego i unitarnego operatorow (1.43) i (1.44). Jak wiemy, obrot

uktadu odniesienia opisujg operatory unitarne obrotéw (5.10) — (5.12). Niech
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in : (5.35)

U= ﬁy(900): exp@- i J

Biorgc pod uwage (5.19) 1 (5.35) otrzymujemy

A A

Uty

X

DT A ID T plo 72
RIR 'RIR =1,
a wiec
T rfﬁ = Trl 2.

Metode obrotu uktadu odniesienia czgsto stosuje si¢ przy obliczaniu §ladow operatorow
spinowych. Na przyktad wykazemy, ze

i, =0 . (5.36)
Wykonujemy obrot o kat 180° wokot osi X . Zgodnie z (5.18) przy obrocie uktadu

.. . , ol e .
odniesienia iloczyn operatorow ./, przeksztalca si¢ w

y

R(m)IX )R ()= - 11, .

Uwzgledniajac (5.34) otrzymujemy
Tr(I21))= -Tr(I]) . (5.37)

Tozsamos¢ (5.37) jest stuszna tylko przy spetieniu (5.36).
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