Wyklad 4

MOMENT PEDU I SPIN

4.1. Operator momentu pedu

W mechanice klasycznej moment pedu J, tzw. orbitalny moment pedu czasteczki o

masie 7 i predkosci v, jest rowny
J =[x (mo)], (4.1)

gdzie 7 jest wektorem potozenia czasteczki wzgledem pewnego punktu odniesienia w

przestrzeni.

W mechanice kwantowej wektorowi polozenia 7 1 wektorowi pedu p = mv
odpowiadajg hermitowskie operatory (1.2). Podstawiajac (1.2) do (4.1) otrzymujemy operator

momentu pedu

A i J k
J=| «x y z |z
R R B N
2w 0x 2r 0y 2w 0z
- -ii%y‘}_- Za_ﬁf- iina—- xa—Hj'- ii%xa—- ya—EIE (4.2)
270z dy 20 d0x  0z[ 2r 0y Toxg ’

Skad dla sktadowych momentu pedu wzdhuz osi 17,],]; znajdujemy

7 = li xa_— ZO_H (43
Yo 2mQ 0z 0xQ’ 3)
PLY I 3
2707 0x  dy
Latwo sprawdzi¢, ze
Jgl=itg
2
Aoa h
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J= I I T (4.5)
Woéweczas, korzystajac ze zwigzkow (4.4), znajdujemy

2]z 0, iz (4.6)
Z zasad mechaniki kwantowej wynika, ze jezeli dwie wielkosci fizyczne 4 1 B moga mie¢
jednoczesnie okre$lone warto$ci, to ich operatory 4 i B powinny komutowaé ze sobg. Ze

zwigzkow komutacyjnych (4.4) i (4.6) wynika, ze jednocze$nie jedynie kwadrat momentu

pedu 1 jeden z jego rzutdw majg okreslone wartos$ci.

4.2. Funkcje wlasne i warto$ci operatoréw jz iJ?

Rozwazmy najpierw zagadnienie wlasne operatora J_

J. 1, 0,2)= a,f,(x,p,2) . (4.7)

A

dogodnie jest wyrazi¢ operator J_ we wspoOlrzednych sferycznych, przez zamiang
wspotrzednych X.V>Z oraz pochodnych wzgledem X.)>Z, odpowiednimi wyrazeniami
zawierajacymi wspotrzedne 7,0, oraz pochodne wzgledem 7,60,¢. Korzystamy tu z
elementarnych wzorow wigzacych zmienne obu rodzajow

x = rcosgsing | y= rsingsin€ | z= rcosf , (4.8)

oraz z regul rozniczkowania funkcji ztozonych, np.

8 (0 0x 8f 0y 0f 0z

dp 0xd¢p dydp 0dzdp (4.9)
Korzystajac z (4.9) oraz (4.8) znajdujemy, ze
J. = ii%ya—- xa—E: L , (4.10)
2" dx Oy 27 0 ¢
Podstawiajac (4.10) do (4.7) otrzymujemy réwnanie
- i%;—@f" =a,f, . (4.11)
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Rozwigzaniami szczegdlnymi rownania (4.11) sa COS(a,, 2/ h) oraz sin(an 2rgp/ h) , jednak

dogodniej begdzie uzy¢ postaci wyktadniczej

o 2T
Sf.(9)= eXp@mn p <p@ .

(4.12)

Poniewaz katy 9 oraz (¢t m1360°) (gdzie ™ - liczba calkowita) s3 sobie rownowazne, wigc

funkcja f,(¢) powinna by¢ funkcjg okresowg z okresem 360°. Jest to mozliwe tylko wtedy,

kiedy

a,=m— .
27

Wigc funkcjami wasnymi operatora J . sa funkcje
1.(9)= explimg) .
Rozwazmy zagadnienie wlasne operatora >
TSz 0,0

Operator J> we wspolrzednych sferycznych ma postaé

2
. 0 20
j2e - i ! " HsingL gL 12 2 20 -
027 [ sinf 900 1600 sin“0dg [

Mozna wykazaé, ze funkcjami wlasnymi operatora (4.16) sa funkcje kuliste

2+ D(j- |m]!
Are(j+ |m|)!

Y}”(@,(ﬂ): l””’”H HPjM(COSQ)eimw ,

gdzie P"(cos?)) sg wielomianami Legendre’a.

Wartosci wlasne operatora jz Sgq rowne
H_h H2
b, = i(j+ 1) ; = 0,12,...

Dla kazdego J/ mozliwymi warto$ciami ™ w (4.17) sg
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Z poréwnania (4.17) i (4.14) wynika, ze funkcje wlasne operatora J> sg wasnymi funkcjami

operatora jz; oczywiscie powinni tak by¢, poniewaz operatory jz i J? komutuja ze soba.

Ze wzorow (4.13) oraz (4.19) wynika, ze sktadowa z momentu pedu jest rowna (
mh/2x), przy czym m przyjmuje (2j+ 1) warto$ci, poczgwszy od - J do +J. Oznacza to,
ze kierunek wektora momentu pedu jest czgsciowo skwantowany. Kwantowaniu podlega
tylko kat 6, jaki tworzy wektor j z osig z, dla kata azymutalnego # natomiast nie ma

zadnych ograniczen.

4.3. Elementy macierzowe operatoréw J i J )

A

7 7 . ’\2
Oznaczmy wspoOlne wlasne stany operatorow J_ 1 J° przez

j.m). Zgodnie z

wynikami poprzedniego rozdziatu powinny by¢ spelnione rownania

jz

hT .
im)= 0—0 j(i+ Dl i.m = 0,L,2,... .

A

JZ

h .. . .
j,m>: 2_m]7m> s m= _]5_]+ 1""’]_ 19] . (421)
T

Znajdziemy elementy macierzowe operatorow J L1 J , w uktadzie funkcji w ukfadzie funkcji

J ,m> . WprowadZmy pomocnicze niehermitowskie operatory

JoJid,
AU . (4.22)
Jo=J -,
Woéwczas ze zwigzkow (4.4) 1 (4.6) wynikaja nastgpujace zwigzki komutacyjne
[J?,J.1= 0, (4.23)
PO h
[Jz:‘]+ ] = _J+ D (424)
2
Ao h
[J.,J. 1= o=/, (4.25)
27
Aoa h
[J,,J.]=2—J. . (4.26)
2
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Utworzmy elementy macierzowe ze zwigzku komutacyjnego (4.23). Biorac pod uwage
rownanie (4.20) 1 zasade¢ (1.26) obliczenia elementéw macierzowych, zawierajacych iloczyny
operatoréw, otrzymujemy

A

<j1am1|[j2>j+] J,

jsm) = (jmy|J.| j,m)0

BT o
D%ﬁUMHUJU”WO

Z rownosci tej wynika, ze operator J, ma rozne od zera macierzowe elementy tylko przy

L= (4.27)
Obliczymy dalej elementy macierzowe ze zwiazku komutacyjnego (4.24). Bioragc pod uwage

(4.21) 1 (4.27) znajdujemy

. Aa . h . A
<]l,m1|[JZ,J+]],m>= E(WH - m)<]am1 J, ]>m>:
h n 5
= ——\Jm J+ s
5 o fom)
skad
h . AL
E(ml -m- 1)<],ml J, ],m> =0 . (4.28)
Z réwnosci (4.28) wynika, ze
m=m+1, (4.29)

Z reguly komutacyjnej (4.26), przy uwzglednieniu (4.21) 1 (4.29), otrzymujemy

ht N
2N— = (7 1 =
%ﬁm Gomlld, T 1 om)
s . - . 4.30
= (omlJ, | jsm= 1)(j,m = 1J | j,m) - (430)
- (Gum_|jom+ 1)(j,m+ 1|, | j.m)
Oznaczmy przez A(j,m) element macierzowy
ho . . -
—A(jm)= (jom+ 1J,|j,m) . 4.31)
2w

Poniewaz
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iA*(j.m): <j,m+ 1j+ j,m>* z
27 , (4.32)
= (omlJl|jom+ )= (jom|J | j,m+ 1)

to wzor (4.30) mozemy zapisa¢ w postaci

2m = |A(j,m- D[ - |4(j,m)| (4.33)
czyli
|ACj,m = D = |ACG,m)|" + 2m . (4.34)
Z réwnosci (4.34) wynika, ze
4G m)[ = [A(m+ D] + 2(m+ 1),
[A(j,m+ D = |A(j,m+ 2) + 2(m+ 2), 435)
[A(j,m+ k= D = |AC,m+ ) + 2(m+ k) .
Zgodnie z (4.19) 1 (4.29), jesli m= j | to
A(j,j)= 0, (4.36)
a zatem w (4.35) k powinien spetnia¢ warunek
mtk<j, czyli k< j-m. (4.37)
Uwzgledniajac (4.35) i (4.37), ze wzoru (4.34) mamy
[AGi,m= 1) = 2m+ 20m+ 1)+ -4 2=
(4.38)

< 2Y (e 0= Gt mG- me D)

A wiec z doktadno$cia do czynnika fazowego o module 1 znajdujemy, Ze rézne od zera

elementy macierzowe operatora J, s rOwne

A

J,

(Gl | om= 1) = 2 G D= m(m 1) (4.39)

Biorac pod uwage (4.32) dla operatora J_ znajdujemy
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A+ j9m>_

)= {/,

< L i D mOm e )
T

(jsml|J
(4.40)

Znajac rozne od zera elementy macierzowe (4.39) 1 (4.40), mozemy bez trudu obliczy¢ takze

elementy macierzowe operatoréw J, i J,. Korzystajac z réwnosci

J, = %(J v (4.41)
J, = %(J an (4.42)
znajdujemy
ol | s )2 GG D mn 1) @.43)
(jomlJ | jmt 1)= f%@;@W(ﬁ 1)- m(mt 1) . (4.44)

>

X

ObliczyliSmy elementy macierzowe operatorow J_ i J , z dokladno$cig do czynnika

fazowego o module 1. Na nieokreslono$¢ nie ma wpltywu na wyniki fizyczne poniewaz z
zasad mechaniki kwantowej wynika, Ze przeksztatcenie faz funkcji 1 operatorow nie zmieniajg

wnioskow fizycznych teorii kwantow.
4.4. Funkcje, operatory w roznych ukladach odniesienia i moment pedu

W wielu zastosowaniach trzeba przeksztatca¢ funkcje falowe albo operatory dane w
jednym uktadzie odniesienia XYZ do nowego uktadu X,Y,Z,, ktory otrzymujemy ze starego

uktadu przez dowolny obrot dookota poczatku uktadu wspotrzednych. Niech f(x,3,z) jest

pewna funkcja w uktadzie wspoirzgdnych XYZ . Po obrocie uktadu odniesienia otrzymujemy
nowa funkcje f(x,,),,z) zalezng od nowych wspotrzednych x;,),,z,. Symbolicznie

przeksztatcenie funkcji f(7) przy obrocie uktadu odniesienia mozemy zapisa¢ w postaci

Rf (x,3,2)= f(x,,55,2)) » (4.45)

gdzie R jest pewnym liniowym operatorem (operatorem obrotu).
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Przypu$émy, ze obrot uktadu wspodirzegdnych XYZ odbywa si¢ dookota osi Z . Jak
wida¢ z rys.4.1 miedzy sktadowymi wektora 7 w uktadach odniesienia XYZ i X Y,Z,

istniejg zwigzki

= xcosgt ysing,

=
1

. (4.46)
= -Xxsme@t ycose.

<
1

\
\
\ ==
\ |~
' ﬂ
v r \ » X
\ | - !
\ | \\’ -
\ //]L’ ,§¢
- =K - X
_--"7 Of
P \

Rys.4.1. Obrot uktadu odniesienia dookota osi Z

Dla nieskonczenie matych wartosci kata ¢ mozemy przyjac, ze Cos@ = 1, sing= ¢ a zatem

z rébwnan (4.46) mamy

X =Xt oy,
V= -exty, (4.47)
z, = Z.

Zastgpujac po prawej stronie (4.45) Xx,,¥,,z, przez *>V>Z znajdujemy

R f(x,p,2)= f(x+ gy, pxt p,2) . (4.48)

Dla nieskonczenie malych warto$ci kata ¢ prawa strong (4.48) mozemy zamieni¢ tylko

dwoma wyrazami szeregu Taylora

R f(x,3,2)= f(x+ gy-gx+ y,2)=

= f(x,p,2)4 w%ya— %f(x,w) '

0 (4.49)
e
ix dy
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Z poréwnania (4.49) i (4.3) widzimy, ze wzor (4.49) mozemy zapisa¢ w postaci

27

Rf(x,0,2)= El— i7¢iz§f(x,y,z) | (4.50)

Przy obrocie o skonczony kat 0 mozemy podzieli¢ 6 na N (N - ® )i dla kazdego obrotu o

nieskonczenie maly kat ¢ = 6/ N zastosowaé (4.50). Wtedy w granice N - © otrzymujemy

; 0 2z 50
sz(X,y,Z): Hl_ 17¢JZH f(xaysz):

2 (4.51)
7[ A

= expll- i—odJ X, Y,z

pl= i sz( »,2)

W podobny sposdb mozemy wykazaé, ze obrotowi osi wspotrzednych wokot osi X o kat &

odpowiada operator obrotu
. 27 A
R (a)= epo- ia—JxH , 4.52
' SRR (432)
a obrotowi wokot osi Y o kat B - operator

R(B)= exp@- iﬁ%.}y@ . (4.53)

~

Poniewaz operatory sktadowych momentu pedu J X,j ,»J. sa operatorami hermitowskimi, to

zgodnie z (1.50) operatory obrotu f?x, IA?y, fez sg operatorami unitarnymi.
Rozpatrzmy teraz, jak przeksztalcajg si¢ operatory przy przejsciu od uktadu
odniesienia XYZ do uktadu XY,Z,. Zgodnie ze wzorem (1.8) warto$¢ $rednia ciggu

obserwacji wielkosci fizycznej A4, ktérej odpowiada operator 4, jest rowna
(4), = (f(5,3,2)|A(x,3,2)| f(x,3,2)) (4.54)

gdzie f(x,3,2) i ﬁ(x, v,z) - funkcja stanu (falowa funkcja) 1 operator wielkosci fizycznej 4
w uktadzie wspotrzednych XYZ .

Wielkos¢ <A> + powinna by¢ niezalezna od uktadu odniesienia, a zatem

<A>f = <f(x1,yl,Zl)|121(xl,y],zl)|f(xl,y1,zl)> ’ (4.55)
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gdzie f(x,y,z) i ,Zl(xl, v,,z,) - funkcja stanu (falowa funkcja) 1 operator wielkos$ci

fizycznej A w ukladzie wspotrzednych X Y, Z, .
Biorac pod uwagg, ze zgodnie z (4.45)

|f(x1ay1921)> - I§|f(x,y,z>

(fGynz)|= (fy2lR
gdzie R* - sprzezony hermitowsko operator, otrzymujemy
(4), = ([, 2)|R ACx, y,2)R f(x,2.2)) .
Z porownania (4.54) 1 (4.56) mamy
A(x,,2)= R A(x,,y,,2)R .
Uwzgledniajac, ze dla unitarnego operatora R* = R™! (1.44), znajdujemy

‘a(xlaylazl) = M(xayaZ)R\_l .
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