WYKLAD 3

Przestrzen Liouville’a

3.1. Superoperatory Liouville’a

W obrazie Heisenberga zalezno$¢ operatora 4 od czasu mozemy wyrazié

symbolicznie jako

A(t) = exp(iHt) A(0)exp(- iHt) .

Stosujac twierdzenie Hausdorffa (1.53), wzor (3.1) mozemy zapisa¢ w postaci

A() = A0)+ %)[F[,ﬁ(O)h %[ﬁ,[ﬁ[,ﬁ(onp .

3.1)

(3.2)

Ze wzoru (3.2) wynika, ze dla obliczenia 1:1(f) musimy obliczy¢ komutatory [FI ,121],

[[:I ,[ﬂ ,.21]] itd. Zdefiniujemy przez superoperator L: odwzorowanie, ktore przeksztatca

dowolny operator 4 w inny operator C, ktory jest rowny
C=[H,A] .
Symbolicznie to przeksztatcenie mozemy zapisa¢ w postaci
L= C=[A,4].
Z definicji superoperatora ]i wynika, ze
DAz ¢= (A4,

DA= = [AAA, A1)

Stosujac superoperator i , wzor (3.2) mozemy zapisa¢ w postaci
A(r) = EH (ll_t')[:ﬁ (l;—?zjiz + ...H}l(o)

albo

At) = expﬁizi ﬁ&(O) ,
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Tu przez cksponencjalny superoperator —exp(ifL) rozumiemy szereg zawierajacy
nieskonczong liczbe wyrazow

A . A + N2 A
expliti A= 1+ WD f L GO" foy (3.6)
P TR

Superoperator i zawierajacy hamiltonian uktadu nazywa si¢ superoperatorem Liouville’a.

3.2. Operatory wlasne i wartosci wlasne superoperatora

A A
A~

Jezeli dzialanie superoperatora [ na operator 4,

sprowadza si¢ jedynie do
pomnozenia tego operatora przez jakas liczbe /;

A

LA, =14, (3.7)

A

to operator A; nazywa si¢ operatorem wlasnym superoperatora i, a liczbe /; - wartoscia

wlasng superoperatora L:= odpowiadajaca operatorowi wlasnemu A ;-

Dla superoperatora Liouville’a tatwo znalez¢é wlasne wartosci /; . Niech Mn> iE, sg
wlasnymi funkcjami 1 warto§ciami hamiltonianu H o uktadu
Hylu,)= E,|u,) . (3.8)
Uwzgledniajac (3.8), ze wzoru (3.7) znajdujemy
(LA |, ) = (1, |G A, = A, ) =
= (Em - En)<um |121] un> = lj<um glj un>
skad otrzymujemy
l,=(E,-E,) . (3.9)

Dla superoperatora Liouville’a wtasne wartosci sg wiec rowne wszelkim mozliwym réznicom

pomiedzy poziomami energetycznymi E, uktadu kwantowego.

22



3.3. Przestrzen Liouville’a

Pojecie przestrzeni Liouville’a stanowi uogoélnienie pojgcia przestrzeni Hilberta.

Elementami przestrzeni Liouville’a nie sg falowe funkcje ‘ fj>, a operatory A ; (zbior

operatorow). Kazdej parze operatorbw 4 i B tego zbioru odpowiada iloczyn skalarny

~

oznaczony przez <A

A

B > i rowny

1§> - Tr(/]*é) , (3.10)

(4

gdzie 4° jest operatorem majacym nastepujace elementy macierzowe

4,74, . (3.11)

W odroznieniu od przestrzeni Hilberta, w przestrzeni Liouville’a role operatoréw odgrywaja

superoperatory, ktore przeksztatcaja dowolne A ; W inne operatory c ;-

3.4. Ortogonalny zbidr operatoréw w przestrzeni Liouville’a

Jak wynika ze wzoru (3.4) zalezno$¢ od czasu dowolnego operatora 4 w przestrzeni

Liouville’a mozemy przedstawi¢ w postaci

A  (it)" A
A=y e, (3.12)
n=0 n'
gdzie
C:=1'4. (3.13)

n

Zgodnie wigc ze wzorem (3.12) zbior operatoréw én tworzy uklad zupelny operatorow w

przestrzeni Liouville’a. Ten zbiér operatordw nie jest ortogonalnym w tym sensie, ze w

ogolnym przypadku

C,)= e ) o, (nem). (3.14)

<éﬂ
Jednak istnieje tak zwana metoda ortogonalizacji Gramma-Schmidta, ktéra pozwala z tego

zbioru nieortogonalnych operatorow én zbudowac¢ uktad zupelny operatorow ortogonalnych

wzgledem sobie.
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Wykazemy, jak mozna zbudowac ten uktad ortogonalnych operatoréw. Dla skrocenia
zapisu wzorow bedziemy stosowali dla przestrzeni Liouville’a notacj¢ podobng do notacji

Diraca. Oznaczmy przez
\6> = 4 (3.15)

poczatkowa wielko$¢ operatora 4 w chwili 7= 0.

Oznaczmy nastgpny stan przez
)= a|0)+ L‘0> (3.16)

gdzie a, jest liczba.

Poniewaz chcieliby$my, zeby stan ‘i> byt ortogonalnym do stanu ‘6> , to
(0[i)= a,(6[0)+ (3]2]o)= 0 . (3.17)
Ze wzoru (3.17) otrzymujemy

= - <O‘LA‘AO> . (3.18)

Wigc stan
i) i\()>— MM (3.19)

bedzie ortogonalnym do stanu ‘6> .

Oznaczmy dalej przez |2) stan
3)= [0)+ b,[i)+ 22[0) . (3.20)
Zapiszemy warunki ortogonalnodci stanu |2) do stanu [0) i [1)
55)- ) o
() = i)+ (i

i>+<i”

Rozwigzujac uktad (3.21) wzgledem b, i b, i uwzgledniajac (3.20) znajdujemy, ze

O>: " (3.21)

6>: 0.
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o aya (O2[0) < (1E[0),.
2>_ L o> <6 6> \0> <i i> 1> . (3.22)
Przedluzajac t¢ procedurg, znajdujemy, ze stan |ﬁ> jest rowny
RO AP 1<1€L:”(A)> .
ii)= L'[0) lzo i) ). (3.23)

Uktad ortogonalnych operatoréw |ﬁ> jest uktadem zupelnym, a zatem mozemy zapisa¢ wzor

(3.12) w postaci

‘ﬁ(r)>: ifﬂ(z)ﬁ) , (3.24)
gdzie funkcje G,(f) s3 rowne
G.(1)= <n<nA’(j>)> . (3.25)
Ze wzoru (3.25) wynika, ze
GO)=1, (3.26)

G,(0)0=0 (n>0).
3.5 Uklad réwnan dla funkcji G,(?)

Znajdziemy ukfad rownan, ktory opisuje zmienno$¢ w czasie funkcji G, (7).

Rézniczkujac (3.24) wzgledem ¢ otrzymujemy

<) 20%@0)

Ay (3.27)
Z drugiej strony, zgodnie z rOwnaniem Heisenberga (2.11), mamy

din, N A L

E‘A(t)> = zL‘A(t)> =

)

. ) (3.28)
=iy G,(t)L

Z poréwnania (3.28) 1 (3.27) znajdujemy
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d R - NN
;OEG"U) i) = I;OGk(t)L\k> . (3.29)

Mnozac (3.29) przez <i ‘ 1 uwzgledniajac ortogonalno$¢ operatorow |ﬁ> 1 <i

(]} = (i

7)o
otrzymujemy

i)
i

] > we wzorze (3.30). Zapiszemy wzor (3.23) w

%G,(t) - ikion(t) (3.30)

Obliczymy teraz wspotczynniki <i ‘L:‘l€>/ <i

postaci
A n k-1
2]0)= ‘k>+ Y a,li), (3.31)
n=0
gdzie
Ak
0, - <'2A A>> . (3.32)
n\n

0)

Ze wzoru (3.31) wynika, ze wynikiem dziatania superoperatora ik na poczatkowy stan

jest operator, ktory mozemy przedstawi¢ jako liniowa superpozycj¢ operatorow

Ze wzordéw (3.19), (3.22) 1 (3.23) widac, ze stan |k > mozemy réwniez zapisa¢ w postaci

‘l€>: i"‘6>+ ck_lik'l‘()>+ ck_zik‘2‘6>+ ot ,[0) (3.33)

Dzialajac superoperatorem i na (3.33) otrzymujemy

A
~

L)z L0)+ ¢ L0+ -+ ,[0) (3.34)

Uwzgledniajac (3.31) wzor (3.34) mozemy zapisac jako

A A k
Z‘l€>: k+ 1>+ ) 8w

0

A) . (3.35)
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Pomnoézmy (3.35) przez <i ‘

(k)= (7

Jezeli [ = k, to ze wzoru (3.36) mamy

)

0.

skad

Jesli [ > k, to ze wzoru (3.36) znajdujemy

()= (k1

Poniewaz, zgodnie z (3.10) 1 (3.11)
([efF) = (Rl

a<k+1

<k‘L‘l> <k1 1

Jezeli [< k, to ze wzoru (3.36) otrzymujemy

k+ 1>5l,k+l D

(l2ff)= g, (1)), 1<k,

czyli

(R[E|T)= g ([R) . ket

Z poréwnania (3.40) i (3.41) znajdujemy, ze

27

ki l>+ Zk gnk<i fl> _

k+ 1>5l,k+l .

k+ 1> , jak wida¢ z (3.10), jest liczbg rzeczywista, to ze wzoru (3.38) mamy

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)



(ko1

1)

ki1 ™ W (3_42)
g = 0, [# kt1.
Uwzgledniajac (3.37) 1 (3.42) 1 oznaczajac przez
(i)
w, = (3.43)
(£]€)
i
<k+ 1k 1>
Q2= 1 7 (3.44)
()
wzor (3.35) mozemy zapisa¢ w postaci
L‘k> k+1>+a)k1€>+9§_lk-1>, (3.45)
Ze wzoru (3.45) znajdujemy, ze
1|i]#
< > = Oy T 00, 10 /%-151,/(-1 . (3.46)

Po podstawiemiu (3.46) do (3.30) otrzymujemy nastepujgcy uktad rownan dla funkcji G, (¢)

d

G2 @Gy (D) QG(),

-
...... (3.47)

n-—n

S i9.G,(0% G, 0+ 0,6,()+ 016,00

3.6. Rozwiazanie ukladu rownan dla funkcji G, (?)

Rownania (3.47) s ukltadem zwyczajnych, liniowych roéwnan rdézniczkowych o
stalych wspoétczynnikach. Pokazemy, jak mozna w elegancki sposdb rozwigza¢ rownania
(3.47). Wykorzystujemy do tego transformacj¢ Laplace’a.

Omoéwimy krotko te metode. Niech funkcja f(f) jest funkcja zalezna od czasu.

Transformate Laplace’a L[ f(¢)] definiujemy wowczas za pomocg zwigzku
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[

F(s)= LLAO)= [ expl- silf (e . (3.48)

0

Musimy oczywiScie zalozy¢, ze funkcja f(f) gwarantuje istnienie calki po prawej stronie

(3.48). Przyjmujac, ze f(¢) = 1, znajdujemy natychmiast

L[1]=

Y | —

Dla transformaty Laplace’a od funkcji (df(¢)/dt) mozna wykazaé, ze

Odf (¢1)0
L =AU sL[f(D)]- f(0) . (3.49)
2 dr E
Wzér (3.49) pozwala na natychmiastowe wyznaczenie transformaty Laplace’a pochodnej
f(t) za pomocg transformaty Laplace’a funkcji f(¢). Wyznaczajac transformaty Laplace’a
rownan (3.47) 1 uwzgledniajac (3.26) otrzymujemy bez trudu
(is + @,)Gy(s)* 0 2G\(9)= i,
...... (3.50)
Gn-l(S) * (ZS * wn)Gn(S) * Q iG}Hl(S) - 0'

Uktad rownan (3.50) jest uktadem liniowych algebraicznych réwnan o stalych

wspotczynnikach. Ten uktad ma doktadnie jedno rozwigzanie okreslone wzorami Cramera

D, (s)

G, (s)= ——=
L (8) D(s) (3.51)
gdzie
istw, Q; 0 0 - 0
1 istow, Q7 0o - 0
D(s)=| 0 1 istw, Q5 - 0
0 0 0 0 1 isto,

jest glownym wyznacznikiem uktadu rownan (3.50), a D.(s) jest wyznacznikiem
otrzymanym z D(s) przez zastapienie odpowiednich elementéw stojacych w k -tej kolumnie

D(s) elementami 7,0,0,... .

Uktad réwnan (3.50) ma nieskofczong liczbe¢ rownan, a wigc zeby praktycznie

zastosowaé opisany sposob wyznaczania transformat Laplace’a poszukiwanych funkcji G, (¢)

29



musimy ograniczy¢ liczb¢ rownan w uktadzie (3.50). Istnieje kilka metod zrobienia tego i
opisanie niektorych z nich odroczymy do rozpatrywania konkretnych zagadnien z dziedziny

magnetycznego rezonansu.

Pokazemy teraz, jak z transformaty Laplace’a G,(s) mozna wroci¢ do pierwotnych

funkcji G,(¢) zaleznych od czasu. Zalozmy na przyktad, ze transformata Laplace’a funkcji

S (t) ma postaé

LIf(0]: —— (3.52)

§- Z

gdzie z, jest wielko$cig zespolong z, = a+ ib (a i b sg liczbami rzeczywistymi).
Mozna bez trudu sprawdzi¢, ze funkcja

f(t)= exp(zy) , Rez,< 0 | (3.53)

po wstawieniu do (3.48) daje prawag stron¢ réwnania (3.52). Mozna pokazaé, ze to
rozwigzanie jest rozwigzaniem jednym i ustali¢ w podobny sposob zestaw regut dotyczacych

wyznaczania transformat Laplace’a. Na przyklad mozna wykaza¢, ze czynnik § w

transformacie Laplace’a odpowiada rézniczkowaniu funkcji f(¢)

S - (3.54)

5" - @ iHn . (3.55)

Jezeli mozemy przedstawi¢ transformate Laplace’a w postaci

1
F(s)= 3.56
(5= 2)(5- 2) (57 2,) (350
to mozemy roztozy¢ to wyrazenie na utamki proste
F(s)z =04 D2y p G (3.57)
5=z, -z, 5=z,

1 zastosowac¢ dla kazdego z tych utamkow (3.53).
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