Wyklad 2

2.1. Rownanie Schrodingera

Jednym z podstawowych rownan mechaniki kwantowej jest rownanie Schrodingera,

okreslajace zmienno$¢ w czasie stanow uktadow kwantowych

0 oA
ZEW )= H|Y ), (2.1)

gdzie fJ jest operatorem Hamiltona dla uktadu kwantowego (h/2x = 1).
Jesli operator Z nie zalezy od czasu, to dla rozwigzania rownania Schrodingera

zapiszemy funkcje stanu w chwili ¢ w postaci
¥ ()= U@v (0)) (2.2)

Operator U (¢) nazywa si¢ ewolucyjnym operatorem.

Po podstawieniu (2.2) do (2.1) otrzymujemy

0.0 ~ s ] _
Eza—tU(t) HU(t)%W (0))= 0, (2.3)

skad dla operatora U(¢) znajdujemy rownanie
U0 UG 24)
Formalne rozwigzanie tego rGwnania ma postac
U(t): exp(- iI:It) . (2.5)
Ze wzorow (2.2) 1 (2.5) wynika, ze zalezno$¢ ket funkcji stanu od czasu mozna wyrazi¢

symbolicznie za pomoca unitarnego ewolucyjnego operatora U(7) .

Dla bra funkcji stanu <L|J | mozemy zapisac
W= WOU Q. (2.6)

Poniewaz dla operatora unitarnego jest stusznym (1.44), zaleznos¢ bra funkcji stanu <W | od

czasu mozemy wyrazi¢ symbolicznie jako

(W (0)|= (v (0)|expliri] . .7)
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2.2. Rownanie Heisenberga

Zgodnie ze wzorem (1.8), wartos¢ $rednia ciggu obserwacji wielkosci fizyczne) 4,

ktorej odpowiada niezalezny od czasu operator 4, wykonywanych w chwili # na zespole

uktadow bedacych w tym samym (unormowanym) stanie | f(t )> jest rGwna

(4), = (SO f(0)) . 2.8)
Po uwzglednieniu (2.2), (1.6) 1 (2.44), wzor (2.8) mozemy zapisa¢ w postaci

(4), = (SOOI AT @) £(0)) 09)
= (FOA®)| 1 (0)
gdzie
Aty = U'(O)AU@) = €™ Ae™ . (2.10)
Roézniczkujgc rownanie (2.10) wzgledem czasu i pamietajgc, ze operator 4 nie zalezat od
czasu, otrzymujemy

i;—tﬁ(t): [A(t),H] . (2.11)

Rownanie ruchu (2.11) dla operatora 4 nosi nazwe rownania Heisenberga.
Jak widzieliSmy w paragrafie 2.1, w obrazie Schrédingera, operatory, odpowiadajace

wielko$ciom fizycznym, nie zmieniajg si¢ z biegiem czasu. Zmienno$¢ stanu z uptywem

czasu okre$lona jest zmienno$cig wektora stanu | f (t)>. W obrazie Heisenberga wektory

stanow | f > nie zmieniaja si¢ z biegiem czasu, zmieniaja sic natomiast operatory A(¢)

przyporzadkowane wielkosciom fizycznym.

2.3. Macierz gestosci

Niech funkcja | f,> opisuje pewien stan ukladu. Zgodnie ze wzorem (2.66) warto$¢

$rednig w tym stanie wielkosci fizycznej A4, ktorej odpowiada operator 4, mozemy obliczyé

Z€ WZOoru

(4). = (f,(O|4 £,(0)) . 2.12)
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B . Wtedy dowolny stan, ktory opisuje funkcja falowa | f,—> (stan czysty) mozna wyrazi¢ jako

> sa funkcjami wlasnymi pewnego operatora

Przypu$émy, ze funkcje falowe |u1>,

|fz>: z afli)u

n

. | (2.13)

Podstawiajac (2.13) do wzoru (2.12) otrzymujemy

Z a(l)D (l)

/\

u,) (2.14)

Jezeli stan ukladu opisuje funkcja falowa ‘ S f> # | f,->, to zgodnie z (2.14) warto$¢ $rednia

wielkosci fizycznej 4 wynosi

ey

Au,) (2.15)

<A>_,- = Z ,(/)Dafn’)@n

n,m
W rzeczywistosci zawsze mamy do czynienia nie z czystymi stanami, a z zespotem stanow
(zespolem Gibbsa). Zespot mozna uwaza¢ za mieszaning stanéw czystych | f,> Z waga

statystyczng W,;. Oczywiscie, ze

Wigc dlatego, zeby otrzymaé wartos¢ $rednig wielkosci fizycznej A dla zespotu czystych
stanow, musimy otrzymane za pomocg wzoru (2.14) (albo (2.15)) wielkos$ci <A>i usrednic,

korzystajgc z wagi statystycznej W;. Wowczas
(4)=y W(4), (2.16)

Podstawiajac (2.14) do wzoru (2.16) znajdujemy

2 HE Wa(t)f (0%

n,m i

A

u,) . 2.17)

Oznaczmy przez

u,) (2.18)
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- @0 (i) = (0 (i)
JL— Z VVian a, = <an a, > . (219)
i
Woéweczas, zgodnie z zasadg mnozenia macierzy, rowno$¢ (2.17) mozemy zapisa¢ w postaci

(4)= Zm P = ) 504, (2.20)

m

Wprowadzmy operator £ o elementach macierzowych (2.19)

(4, |1, = Py - (2.21)
Wtedy rownanie (2.20) mozemy zapisa¢ w nastgpujacej postaci

(4)= 1 p0il (2.22)
Macierz p,, nazywa si¢ macierza gestoéci, a operator ) - operatorem macierzy gestosci.

Znajac macierz gestosci (albo operator macierzy gestosci) mozemy obliczy¢ warto$¢ $rednig

dowolnej wielkosci fizycznej, charakteryzujacej dany ukiad kwantowy. Zgodnie z (1.28)

warto$¢ (2.22) nie zalezy od wyboru przedstawienia, tj. od postaci funkcji un> .

2.4. Rownanie Liouville’a

Znajdziemy réwnanie ruchu dla operatora macierzy gestosci £ . Z réwnania (2.19)

wynika, ze
d da’" . - da?
Zp =Y WEEE gV g g 2.23
dtp’”"zjfﬁdt’" Toodt (223)
W celu obliczenia pochodnych da'”/dt podstawimy
1£,)= Y @ @u,) (2.24)
do rownania Schrodingera
A5) . 4
gdzie f - hamiltonian uktadu.
Wigc
da,’ (1) D(A\E
iy —"—Hu )=V a’()H|u,) . 2.26
7 2 Ol)= 5 drwl,) (226)
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Mnozac rdwnanie (2.26) przez <u,, znajdujemy
l,dar(lj) : z <u ]:I u >a(j) (2 27)
dt - n m m * *
W podobny sposéb otrzymujemy
- 'dal(lj) - < ]:I >D ()D 2.28
: dt ) Z u, U,)a, . . )

Podstawiajac  (2.27) 1 (2.28) do wzoru (2.23) 1 uwzgledniajac, ze dla operatora

hermitowskiego
<un ﬁum>D = <um ﬁun> ,
znajdujemy
.d
lzpmn = zk (Hmkpkn - pmkan) s (229)
czyli
.dp Aoa
i—=1[H,p] . 2.30
i [H,p] (2.30)

Rownanie (2.30) nosi nazwe réwnania Liouville’a dla operatora macierzy gegstosci. Jezeli
hamiltonian ukladu nie zalezy od czasu, to latwo sprawdzi¢, ze formalne rozwigzanie

rownania (2.30) mozna zapisa¢ w postaci
p(0)= expl- i) p(0)explifi] . 2.31)
2.5. Koherencja stanow kwantowych

Fizyczny sens elementéw macierzy gestosci tatwo wyjasni¢, jezeli obliczymy

macierzowe elementy operatora p uzywajac funkcji wtasnych hamiltonianu uktadu H 0

ny, (2.32)

gdzie E, - warto$ci wlasne operatora energii I-AIO (h/27m=1), czyli E, sa energetycznymi
poziomami uktadu kwantowego.
Stosujac (2.32) znajdujemy ze wzoru (2.31), Ze macierzowe elementy operatora p s3

rowne
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Pun(®) = (n|p(0)]m) =

. _ . (2.33)
= {(n|p(O)m)Cexpli(E, - E,)1
Ze wzoru (2.33) wynika, ze
prm (t) = pnn (0) . (2-34)
Z definicji macierzy gestosci (2.19) mamy
12
P =y Wia) (2.35)

J

Poniewaz ‘af/)‘ jest prawdopodobienstwem znalezienia uktadu kwantowego, opisywanego

funkcja

£)=} a”

n

W czystym stanie |n>, zatem element diagonalny p,, macierzy gestosci okresla
prawdopodobienstwo obsadzenia energetycznego poziomu E, w zespole Gibbsa,
zawierajagcym mieszaning czystych stanow ‘ fj> zwagg W, .

Liczby urojone @'/ we wzorze (2.19) zawsze mozemy zapisa¢ w postaci

Podstawiajac (2.36) do (2.19) otrzymujemy

a[explilp - p7)]) (2.37)

@)
an

P =

Przypus¢my, ze wielkosci al’| i B sa statystycznie niezalezne i wzor (2.37) mozemy

zapisa¢ w postaci

()

n

()

m

Mexolilgy - ]]) (2.38)

a’\a

pmn - <
Macierzowe elementy (2.38) nie sa rowne zero tylko wtedy, kiedy sa spelnione dwa warunki

(e % 0 (2.39)

<exp[i(ﬂfj) - ﬂ}g'i)) >¢ 0. (2.40)
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Warunek (2.40) bedzie speliony, jezeli istnieje zalezno$¢ migdzy fazami B i B\ standow

|i’l> i |m> . Wigc element macierzy gestosci p,, opisuje fazowa spojnos¢ (koherencj¢) stanow

|n) i |m) w makroskopowym zespole Gibbsa.

Jesli

(explilp - po)= 0, (2.41)

to ze wzoru (2.38) wynika, Zze macierz gestosci ma nie zerowe tylko przekatne elementy.

Uwzgledniajac (2.33) mozemy powiedzie¢, ze w tym przypadku

[p,H,]= 0, (2.42)

a zatem funkcjami wlasnymi operatora p s3 funkcje wlasne operatora energii H - Wigc w

przypadku kiedy macierz gestosci zawiera nie zerowe tylko przekatne elementy p,, 1w

uktadzie kwantowym nie istnieje koherencja standw kwantowych, stan uktadu kwantowego
opisuje zbior funkcji wlasnych (2.32) operatora energii H o- W przypadku istnienia koherencji
kwantowych stanow ( p,,, # 0, n# m) falowe funkcje uktadu kwantowego sg superpozycjami

(sumami) funkcji wiasnych |n> operatora H 0-

2.6. Macierz gestosci w stanie rOwnowagi

Jezeli uktad znajduje si¢ w stanie rownowagi termicznej ze zbiornikiem ciepta o

temperaturze 7, to zgodnie z wynikami fizyki statystycznej, stan uktadu kwantowego opisuje

zbior wlasnych funkcji  (2.32) operatora energii ﬁo i wedlug Boltzmanna

prawdopodobienstwo obsadzenia energetycznych pozioméw £ jest rowne

e h 1 (2.43)
27 kT’
gdzie suma statystyczna Z jest dana jako
2= exsl- E) (2.44)

i zapewnia unormowanie P
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Zj p=1 (2.45)

Wiec w stanie rOwnowagi termicznej nie istnieje w uktadzie koherencja kwantowych stanow i

zgodnie z fizycznym sensem przekatnych elementoéw macierzy gestosci
Pm = B (2.46)
Skad, uwzgledniajac (2.32) 1 (2.42), znajdujemy
P = (nlpln)= 2 (nlexpl- pH,|n) . (2.47)
Wigc w stanie makroskopowej rownowagi operator macierzy gestosci ma postac
p= 2 expl- pA,) | (2.48)
gdzie, zgodnie ze wzorem (2.44)

Z = Tr[exp(- ﬂf[o)] .
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