Wyklad 11

11.1. Sygnal precesji swobodnej w ukladach spinowych z oddzialywaniami dipolowymi

Sciste obliczenie ksztaltu sygnatu precesji swobodnej wymaga znajomosci funkcji
wiasnych 1 wartos$ci wlasnych Hamiltonianu oddziatywania H ukladu. Zagadnienie to moze
by¢ Scisle rozwigzane tylko w szczegdlnych przypadkach, na przykiad, gdy Hamiltonian

oddziatywani i -tego i J -tego magnetycznych momentow jader jest wprost proporcjonalny do
iloczynu ([ 'y jz) . Rozpatrzmy tu ogdélng metode¢ obliczenia ksztattu sygnalu precesji

swobodnej, ktéra wymaga znajomos$ci momentow widma MRJ. Poniewaz wszystkie
momenty (a liczba tych momentéw jest nieskonczona) nie moga by¢ znane, metoda ta nie
moze by¢ metodg Scisly. Jednak z takg sytuacjg spotykamy si¢ niestety zawsze, gdy mamy w
fizyce do czynienia z wieloczgstkowymi zagadnieniami.

Zgodnie z wynikami przedstawionymi na wykladzie 3 sygnat precesji swobodnej

G, (1) jest rozwigzaniem uktadu rownan (3.47).

- i%Go(m = 0,G,(1)+ 0 3G, (1),

...... . (1 11)
- Z%Gn(t) = Gn-l(t)+ wnGn(t)+ Q iGn“rl(t)'
Obliczymy najpierw wspotczynniki @; i Q ; wystepujace w tym uktadzie rbwnan
_ (k|L|F)
W, = <k|k> , (11.2)
2 (k+1|k+1)
r —<k|k> . (11.3)
We wzorach (11.2)1(11.3)
kY= Lik-1)- 0, |k-1)- Q7 ,|k-2) (11.4)
i
0)=1.) . (11.5)
Ze wzoru (11.4) wynika
)= (L-w,)0) ,



_ 2
ER R VB
1 L-w,
L-w, Q} 0
3)=| 1 L-w, Q7 [0),
0 1 L-w,
L-w, QF 0 0
L-w, Q; 0
ny=| 0 1 L-w, 0 |0)
0 0 0 L-0,,

Podstawiajac (11.6) do (11.2) 1 (11.3) i biorgc pod uwagg, ze

(olz'jo) _ mr(Lr )1, _

ooy — m(rr) T

dla pierwszych wspolczynnikow @, i 2/ otrzymujemy nastgpujace wzory

w, = My, Q02:M2-M12,
M,- MM
w, = 3021 2 _ 0
0
a2
912' M4Q ZMZ'(C‘)0+W1)2
0

(11.6)

(11.7)

(11.8)

We wzorach (11.8) M, sa zwyklymi momentami widma MRJ (momentami wzgledem = 0

).

Jezeli oddzialywania migdzy magnetycznymi momentami jader sg oddziatywaniami

dipolowymi, mozna wykaza¢, ze krzywa rezonansowa bedzie miala symetryczny ksztalt

wzgledem @, i wszystkie nieparzyste centralne momenty 7, (momenty wzgledem ®,) beda

rowne zeru. W tym przypadku musimy we wzorach (11.8) zamieni¢ zwykle momenty na

centralne 1 wtedy otrzymujemy

91

(11.9)



Rozpatrzmy najpierw jako przyktad uktad dwuspinowy, Hamiltonian oddziatywania ktoérego

opisuje wzor

. 1 O
Hp:EEDﬁygfjgﬂ—wﬂ, (11.10)

Dla uktadu dwuspinowego

nhz&azuwy, (11.11)

gdzie dw jest ,,rozszczepieniem” Pake’a

I T B 2
Aw=-"Ly“h=R>(1- 3cosf
8H2V 5 ( )

Bioragc pod uwagg (11.9) otrzymujemy

8o

Q. 1

., 072=0. (11.12)

Po podstawieniu (11.12) do uktadu réwnan (11.1) znajdujemy

.d
S i G0 0G0

N (11.13)
i G007 G)
Uktad dwoch rownan (11.13) ma rozwigzanie
GéO)(t): leiﬂot + le—ioot ' (1114)
2 2

Transformacja Fouriera od (11.14) powinna da¢ widmo MRJ (centrum widma znajduje si¢
przy @ = )

fM)=%dA-QJ+%dA+QJ, (11.15)

tu 6(x) - delta funkcja Diraca.
Otrzymane widmo MRIJ uktadu dwuspinowego jest zupelie zgodne z wynikami

Pake’a.
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Rozpatrzmy teraz uktad wielospinowy, w ktorym nie mozna wydzieli¢ izolowanych

grup spinéw, zawierajacych dwa, trzy, cztery itd. jadra. Rozwigzania uktadu rownan (11.1)

bedziemy szukac stosujgc transformacje Laplace’a. Zdefiniujemy najpierw wyznacznik

ist , _sz 0 0
1 ist ., jSl 0

D(s)=| 0 1 st w,, 0 .
0 0 0 0

Ze wzoru (11.16) wynika

D)= lis+ D) 27D,2(5) .

Zapiszmy wzor na G,(s) w postaci

Gy(s) = 5—8 |

Stosujac (11.17), wzér (11.18) mozemy zapisa¢ w postaci

N iD,(s) B}
G} (iS+ wO)Dl(S)_ Q ozDz(S) )
_ 1
5wyt iQ Dy(s)
D (s)

Stosujac do D,(s) ponownie zwiazek (11.17) otrzymujemy

iD,(s) _ iD, (s) ]
Dy(s)  lis+ @)Dy(s)~ 0 /Dy(s)
- 1
s-iw +iQ ] Dy(s)
D, (s)
Przedluzajac t¢ procedurg ostatecznie znajdujemy
} 1
GO(S) - 0 2
. 0
S-iw, t ‘ 0 12
s-iot ———
S 1w, t .-
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(11.16)

(11.17)

(11.18)

(11.19)

(11.20)

(11.21)



Dla Hamiltonianu oddziatywania dipolowego wszystkie ®, = 0 i transformata Laplace’a
funkcji G{"(¢), ktora opisuje obwiednie FID, ma postaé

Gi"(s)-

s+ (11.22)

Przypus¢my teraz, ze dla ukladu wielospinowego z Hamiltonianem oddzialywania

dipolowego
Q02=07=07==m, . (11.23)

W tym przypadku utamek tancuchowy we wzorze (11.22) mozemy zapisa¢ w postaci

G (s)= (11.24)

1
K b
gdzie

K= s+ (11.25)

1
R

Ze wzoru (11.25) otrzymujemy

st st 4m2) . (11.26)

Jezeli m, = 0, to mamy do czynienia z ukladem nie oddziatujacych miedzy sobg momentow

KI,Z =

magnetycznych i, jak tatwo mozna sprawdzié, w tym przypadku G{"(¢) = 1, a zatem

G(s)= ~ . (11.27)

Y |-

Poniewaz rozwigzanie réwnania (11.25) wzgledem K musi by¢ sluszne przy dowolnej
wartosci m,, z dwu pierwiastkow (11.26) réwnania (11.25) fizyczny sens ma tylko

pierwiastek

1
st ofs+ 4m2) . (11.28)

K==
2

Po podstawieniu (11.28) do (11.24) i po odwrotnym przeksztalceniu Laplace’a (patrz

matematyczne poradniki), dla funkcji G (¢) otrzymujemy
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2 mzt)

G (s)= Ji , (11.29)

m,t
gdzie J,(x) - funkcja Bessela pierwszego rzedu.

Funkcja (11.29), mimo Ze zastosowane przyblizenie (11.23) nie jest uzasadnione
fizycznie, bardzo dobrze opisuje doswiadczalny zanik swobodnej indukcji jader "F w
monokrysztale CaF, .

Rozwazmy teraz inna metod¢ obliczenia sygnalu precesji swobodnej, ktora nazywa si¢

metodg zastosowania funkcji pamigci. Oznaczajac przez K(s)

.9 2 Dy(s)
K(s)= i ;=2
(s)=i ' Di(s) ° (11.30)
zapiszmy wzor (11.19) w postaci
5Gy(5) = iw,Gy(s) - Gy(s)K(s) . (11.31)

Stosujac odwrotne przeksztatcenie Laplace’a do obu stron réwnania (11.31) otrzymujemy

L0 - jo Gy 0)- [ Kt 1)G,(1) (11.32)

0

Dla funkcji G”(¢) i Hamiltonianu oddziatywania dipolowego odpowiednikiem catkowo-

rézniczkowego réwnania (11.32) bedzie nastepujace rownanie

dG\" (¢t ’
L0 < - fank, (o= 1)G(0) | (11.33)

0
Funkcje K(¢- t,) i Ky(Z- 1)) nazywajg si¢ funkcjami pamieci. Nazwa ta pochodzi z tego, ze
jak wida¢ z rownan (11.32) i (11.33), te funkcje okreslaja zalezno$é funkcji G,() i G (¢) w
chwili ¢ od wartoéci tych funkcji w czasach ¢, < t, tj. funkcje K(¢- ¢,) i K,(Z- t,) okre$laja

jak uktad spinowy pami¢ta w chwili ¢ swoje przeszie stany przy ¢, < ¢.

Jezeli wybierzemy funkcje pamieci K (7 - ;) w postaci

Kﬁrto=%ﬁﬁ'ﬂ, (11.34)

2

gdzie (x) - delta funkcja Diraca, to ze wzoru (11.33) otrzymujemy
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O = _
G, (1) eXp% TE' (11.35)

2

Transformacja Fouriera (11.35) daje widmo MRJ

fy= 1L

LI d=w-ow,, (11.36)
2

Wiec ksztatt widma MRJ ukladu spinowego, funkcja pamigci ktérego jest delta funkcja
Diraca (tj. uktad spinowy nie ma ,,pami¢ci”), opisuje krzywa Lorentza. Taki ksztatt maja
zwykle linie MRJ w cieczach.

W przypadku ciat statych stosuje si¢ zwykle nastepujace funkcji pamieci

K,(t)= myexp|- B (11.37)

K,(0)= mflz, - 1) . (11.38)

We wzorze (11.38) funkcja @(x) jest schodkowa funkcja Heaviside’a, charakteryzujaca sie
wlasnos$cia

1 x>0

0
6 =
() 0 x<0°

State Bi 7. we wzorach (11.37) i1 (11.38) zwigzane sg z centralnymi momentami 7, i m,
widma MRJ.
Na zakonczenie zwré¢my uwage na to, ze dla funkcji pamieci Ko(7) (jak i funkcji

K (7)) mozna réwniez otrzymaé catkowo-rozniczkowe rownanie

dK (1) _ ¢ i
i [anLy(z- 1)Ko (1) (11.39)

0

gdzie Ly(t) jest transformatg Laplace’a funkcji Ly(s) (patrz wzor (11.20))

Ly(s)=iQ 02_0 12D3—(S) .
D,(s)

Tu funkcja pamigci LO(I - tl) spelnia taka sama role, co i funkcja pamigci Ko(t - tl) w
réwnaniu (11.33). Oczywiscie, ze ta procedura wprowadzania kolejnych funkcji pamigci

(funkcji pamieci M, O(t - ll) dla funkc;ji Lo(t ) itd.) moze by¢ przedtuzona.
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