Wyklad 1

PODSTAWY MATEMATYCZNE KWANTOWEJ TEORII
MAGNETYCZNEGO REZONANSU

1.1. Funkcje stanu i operatory

Wiasciwosci obiektow w mechanice kwantowej opisuje si¢ za pomoca funkcji
falowych albo funkcji stanu. Mozliwe sg jednak takie stany, ktorych nie mozemy opisa¢ za
pomoca funkcji falowych. Takie stany mozna opisa¢ za pomocg macierzy gestosci.

Kazdej wielkosci fizycznej (ped, potozenie, moment pedu, energia itp.) w mechanice
kwantowej jest przyporzadkowany odpowiedni operator. Przez operator 4 rozumiemy
odwzorowanie, ktore przeksztatca dowolng funkcje falowg f w odpowiedniej przestrzeni

Hilberta w inng funkcje ¥ tej samej przestrzeni Hilberta

By

A=V . (1.1)

(Przestrzen Hilberta jest abstrakcyjng przestrzenig o skonczonej lub nieskonczonej liczbie
wymiaréw zawierajaca wszystkie mozliwe stany mikroobiektu).

Postuluje si¢, ze relacje zachodzace miedzy wielko$ciami fizycznymi w mechanice
klasycznej, w mechanice kwantowej powinny by¢ zastapione tego samego typu relacjami
miedzy operatorami odpowiadajagcymi tym wielko$ciom fizycznym. Za pomoca tej zasady

odpowiednio$ci mozna otrzymaé podstawowe operatory mechaniki kwantowej: operator

potozenia 7 i operator pedu p
7o oxOi+ yOj+ ZDI;,

hid- d-. d-0° (1.2)
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1.1.1. Funkcje wlasne i wartosci wlasne operatoréw

Jezeli dzialanie operatora 4 na funkcje ¥, sprowadza sie jedynie do pomnozenia tej

funkcji przez jaka$ liczbg a,

AV =qy (1.3)



to funkcj¢ takg nazywa si¢ funkcjg wlasng operatora 4, a liczbe @,- wartoScig wilasng
operatora 4, odpowiadajaca funkcji wlasnej ¥, .
Moze si¢ zdarzy¢, ze jednej wartosci wiasnej @, odpowiada wigcej niz jedna funkcja

wlasna. Méwimy wtedy, ze taki wilasny stan jest zwyrodniaty (zdegenerowany).
1.1.2. Hermitowskie operatory

W mechanice kwantowej uzywa si¢ zwykle tylko operatoréw hermitowskich. Operator

A nazywamy hermitowskim, jezeli dla dwoch dowolnych funkcji f i ¥, zachodzi
[V (A = [[Ap©T f(O)de (1.4)

przy czym catkowanie odbywa si¢ po calej przestrzeni zmiennej ¢ (to moze by¢ i niejedna
zmienna); gwiazdka w (1.4) oznacza sprzezenie zespolone.

Wyjatkowe znaczenie operatorow hermitowskich, ktéorymi postugujemy sie w
mechanice kwantowej, polega na tym, ze wartosci wilasne operatora hermitowskiego sa

rzeczywiste
an = (a}’l)D 5 (1.5)

za$ funkcje wiasne ¥, nalezace do roznych warto$ci wlasnych sg do siebie ortogonalne
[Va(¥, (&)= 0 (dlant m), (1.6)

a zbior wszystkich funkcji wlasnych tworzy uktad zupelny funkciji, tj. dowolna funkcja /()

zalezna od tych samych zmiennych ¢ moze by¢ przedstawiona w postaci

f(©)-= Z c,¥,(S) , (1.7)

n

gdzie sumowanie rozcigga si¢ na wszystkie wartosci 7.

W mechanice kwantowej zaktada si¢, ze jezeli badany stan uktadu jest jednym ze
stanow wilasnych ¥, operatora 4 przyporzadkowanego odpowiedniej wielkoSci fizycznej A
, to w wyniku obserwacji tej wielkosci fizycznej otrzymujemy si¢ zawsze warto$¢ wlasng a,

odpowiadajaca stanowi wiasnemu Y ,. Poniewaz wyniki pomiaru sa zawsze warto$ciami
rzeczywistymi, to w tym miejscu staje si¢ jasne, dlaczego operatory, ktérymi postugujemy si¢

w mechanice kwantowej sa operatorami hermitowskimi.



Jezeli funkcja stanu f nie pokrywa si¢ z zadng z funkcji wlasnych ¥, operatora 4,
to w tym stanie wielko$¢ fizyczna A4 nie ma okre$lonej warto$ci. Przy réznych pomiarach

wielkoéci 4 w tym stanie / bedziemy otrzymywaé wylacznie poszczegdlne wartosci wiasne

a, operatora 4 .Powtarzajac wiele razy te pomiary, mozemy okre$li¢ warto$¢ $rednig <Af>

tej wielkosci w danym stanie f . Zaklada sig, ze ta warto$¢ Srednia powinna si¢ pokrywa¢ z

warto$cig okreslong przez
(4), = [ S/OAf e . (1.8)

Dla celow praktycznych funkcje wiasne ¥, operatorow hermitowskich sg zwykle

unormowane
j%(f)wn(é)dé= 1. (1.9)

Korzystajac z faktu, ze funkcje f/ mozna przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej (1.7)

funkcji wlasnych ¥, i wykorzystujac rownania (1.3), (1.6) i (1.9) znajdujemy

M),z akl ]

n n

2

=1 (1.10)
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Prawdopodobienstwo zatem tego, ze przy pomiarze wielko$ci fizycznej 4 w stanie f

? , przy czym, jak wynika z (1.7)

otrzymamy konkretng warto$¢ wtasng a, , jest rowne |c,

¢, 7 [¥,()f(©)de . (1.11)

1.1.3. ,,Ket” i ,,bra” stany

W nowszej literaturze funkcje falowe i warto$ci oczekiwane sa przedstawiane w

sposob wprowadzony przez P.A.M.Diraca. Notacja Diraca polega na zapisaniu
jw,i(f)f}wn(g)dg: (m|A|n) . (1.12)
Przejscie od zwyktej notacji do notacji Diraca polega na zastgpieniu
¥, ()~ |n> - stan — ket

Y, (&)~ (m| - stan—bra (1.13)



Y, An)
[Ya(©AY ()dE - (m|An) .

Nazwy stanoéw ,,bra” i ,.ket” zostaly wprowadzone przez angielskiego fizyka P.A.M.Diraca,
ktory stosujac opis stowny zartobliwie podzielit stowo ,,bracket” (w jez. polskim — ,,nawias”

na,bra’i,ket”.
1.1.4. Macierze operatorow

Innym powszechnie przyjetym, skroconym zapisem jest oznaczenie wielkosci (1.12)

symbolem 4,,

A~

A, = (m|d|n) . (1.14)

mn

Jesli wskazniki 7 i m przyjmujg warto$ci od 1 do N, mozemy zapisa¢ wielkosci 4, w

postaci macierzy

%All 4, .. Auvg

A A ... A

0421 » 2N ]

1 i o:oiaqe (1.15)
i U

04y Aya - Al

Wielkosci 4,, nazywamy wigc elementami macierzystymi.

Stosujac notacj¢ Diraca réwnanie (1.4), definiujace operator hermitowski, mozemy

zapisa¢ w postaci
wlA= (A (1.16)

Jezeli ¥ =V (&), f=V¥,0©)), to dla operatora hermitowskiego, uwzgledniajac (1.12) i
(1.14), otrzymujemy

A= A, (1.17)
Macierz 4,, , dla ktorej stuszne sg zwigzki (1.17) nazywamy macierzg hermitowska.
1.1.5. Rzutowe operatory

Zgodnie z (1.7) 1 (1.11) dowolna funkcja ket moze by¢ zapisana w postaci



ny= Y (n]f)ln) (1.18)

albo

n)= Y |n)nlf) (1.19)
Poniewaz, jak wynika z (1.19)

[m)nl f)= e,

n) (1.20)

to mozemy rozpatrywa¢ symbol |n><n| jako operator, ktory przeksztatca dowolny wektor | f >

w rzut tego wektora na stan |n> . Operator |n><n| nosi nazwe¢ operatora rzutowego na stan |n> .

Dla wektoréw bra réwnanie (1.19) przyjmuje postac

(1= ) (fln)n] (121

n

Sumujac (1.20) po 7 1 uwzgledniajac (1.18) znajdujemy, ze
Y |m)n=1 (1.22)

We wzorze (1.22) operator | jest operatorem jednostkowym. Nazwa tego operatora pochodzi

z tego, ze jak wida¢ ze wzordéw (1.19) 1 (1.21), dla dowolnych ket i bra funkcji |f> 1 <qJ |

1=17) ., Wli=(], (1.23)
a wiec
14= 41= 4, (1.24)

gdzie 4 jest dowolnym operatorem.
1.1.6. Macierz iloczynu operatorow

Znajdujemy elementy macierzowe C,, operatora (C, ktory jest rowny iloczynowi dwu

operatoréw
C= A0B . (1.25)

Uwzgledniajac tozsamos¢ (1.24) i (1.22), operator ¢ mozemy zapisaé w postaci

C= ADB= ANOB=Y An)n

n
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skad wynika
Co = (mIClk)= ] (m|d|n)(n|BlF) -
(1.26)

1.1.7. Slad macierzy operatora

Sladem macierzy nazywana jest suma diagonalnych elementéw macierzy. Operacje
wyznaczania $ladu oznacza sie symbolem 77, a wiec $lad macierzy (1.15) operatora 4 jest

rowny

74): 2 4, : Z (n|d|n) (1.27)
Dla $ladu macierzy operatora istnieje kilka waznych twierdzen. Jedno z nich brzmi: $lad
macierzy operatora nie zalezy od uktadu funkcji |n> , dla ktorego obliczane sa macierzowe
elementy <n|121|n> . To znaczy, ze je§li mamy dwa uklady zupelne funkcji zaleznych od tych
samych zmiennych ¢ : |n> i |n]> (na przyktad, funkcje |n> sg wlasnymi funkcjami operatora

B, afunkcje |n,) sa wlasnymi funkcjami operatora p)), to

Y (nldln)=Y (n|An) (1.28)

n n

Drugie twierdzenie dotyczy $ladu macierzy iloczynu operatorow: $lad macierzy iloczynu dwu

operatordw 4 B jest rowny $ladowi macierzy iloczynu operatorow B A4, tj.
v A0B)= 1B 04 . (1.29)
Jezeli operator B jest réwny B = CD , to tatwo mozna pokazaé, stosujac (1.29), ze
T A0¢p)= m{¢apoa)= T{poand) . (1.30)
1.1.8. Zwiazki komunikacyjne

Zwiazki komunikacyjne (przemienno$ci) odgrywaja wazng role¢ w kwantowej teorii

MRJ. Komutatorem dwu operatoréow 4 i B w mechanice kwantowej nazywany jest operator
C, ktory jest rowny

C=[A,B]= AUB- BIA . (1.31)



Podajmy tu cztery wazne twierdzenia dotyczace komutatorow.

1. [4.|BCN = 4.B1C+ BLACY . (1.32)
Ze wzoru (1.32) wynika, ze

L4 Ba= 14,814,

[4.|AB)= A48 .
2. [4,[B,C11= [[4,8],C]+ [B,[4,CT] . (1.33)
3. Slad komutatora jest rowny zeru

[4,B]= 0 .

Stuszno$¢ tego twierdzenia tatwo sprawdzi¢ wykorzystujac (1.29).

4. Tr{A[B,C]} = Tr{[4,B]C} . (1.34)

Stuszno$¢ tego twierdzenia tez tatwo mozna sprawdzi¢ wykorzystujac (1.30).
Ze wzoru (1.34) wynika, ze
Tr{A[B,A]}= 0 .

1.1.9. Operatory unitarne

Niech wskutek dzialania operatora 4 na ket wektor |¥ ) otrzymujemy ket wektor |¥ )
AY)=1v) . (1.35)

Oznaczmy przez 4 operator, ktory przeksztalca bra wektor <‘P | w bra wektor <‘P 1|

A=, (1.36)

Z notacji Diraca (1.13) wynika, ze dla dowolnych stanéw ¥, i f mamy

(190)= [ ) (1.37)
Uwzgledniajac (1.35) 1 (1.36), wzor (1.37) mozemy zapisa¢ w postaci
(AW )= [ 2] - (1.38)

JeSli operator 4 jest hermitowskim operatorem, to zgodnie z definicjg operatora

hermitowskiego (1.16)



(1w )= (1) (139
Z pordéwnania (1.38) 1 (1.39) znajdujemy, ze dla operatora hermitowskiego mamy
A= 4" . (1.40)

Drugim waznym rodzajem operatoréw czesto uzywanych w mechanice kwantowej sg

operatory unitarne.

Stosujac (1.35) i (1.36) zapiszemy (¥ ,|¥,) w postaci
(Walv,)= (wlade) . (141)

Operator 4 nazywamy operatorem unitarnym, jeSli iloczyn operatorow (IZF 21) spelia

warunek
AA4=1, (1.42)

gdzie ] jest operatorem jednostkowym.

Zdefiniujemy dla dowolnego operatora 4 operator 4!

A'4

1. (1.43)
Z porownania (1.42) 1 (1.43) wynika, Ze dla operatora unitarnego jest stusznym

A= A" (1.44)

Wyjatkowe znaczenie operatoréw unitarnych, ktérymi postlugujemy si¢ w mechanice
kwantowej, polega na nastgpujacych wtasciwosciach tych operatoréw:

1. warto$ci wlasne unitarnego operatora sg rowne po modutu 1, tj. dla unitarnego operatora 4

wartos$ci wlasne @, w réwnaniu

A

A

u,)= a,lu,) (1.45)

spetniajg warunki

a,a,=1; (1.46)

2. funkcje wiasne u,,> operatora unitarnego nalezace do réznych wartosci wlasnych @, sag do

siebie ortogonalne

(u,|u,)=0,  (dlam?n), (1.47)
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1.1.10. Operatory eksponencjalne
Jak wynika, ze wzoru (1.46) warto$ci wlasne operatora unitarnego 4 mozemy zapisaé
W postaci
a,= expl- ib,) , (1.48)
gdzie b, sg wielko$ciami rzeczywistymi.

Zdefiniujemy eksponencjalny operator exp(F) jako szereg zawierajacy nieskonczona

liczbe wyrazow

o2 3 o
L PO O (1.49)
20 3 n!

Latwo sprawdzi¢, ze dowolny unitarny operator 4 mozemy przedstawi¢ w postaci

eksponencjalnego operatora

A= expl- iB) . (1.50)
gdzie B jest operatorem hermitowskim majgcym takie same funkcje wlasne u,,> , €O 1
operator /4

Blu,)= b,lu,) . (1.51)

We wzorze (1.51) b, - rzeczywiste warto$ci wlasne hermitowskiego operatora 3 .

Dla eksponencjalnych operatorow istnieje kilka waznych twierdzen, ktdre czesto sa
stosowane w kwantowej teorit MRJ.

1. Twierdzenie Bakera-Campbella-Hausdorffa

e = expfl- s 8- 1Ay

(1.52)

- - |

A é([é,[é,ﬁ]p (8,41, 41+ -~

Z twierdzenia (1.52) wynika, ze



tylko wtedy, kiedy

2. Twierdzenie Hausdorffa

A ™= 4+ i[B,A]- %[é,[é,ﬁ]]-

P aiaia &)
- 5[3,[3,[3,14]]]4' T Z —C

n=0 n'

gdzie

3. Twierdzenie Banwella-Primasa.

Jezeli operatory 4, B i C spehiaja warunki
[C.4]= A+ pB,
[C,B]= yA+ 6B,
gdzie &, B,y 1 0 sa pewnymi liczbami, to
N . a1 .
e A = Lexplipt)l=(£- o)A+
Fexplipt]1-{¢ - o)
0. - .
t BB Dsm(/lt)+ Aexp(lpt)cos(lt)
0
Tu wielkosci 4 i P sg rowne

(- o)
4

A= t Py s

(¢+0) .

N | =

p:
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(1.53)

(1.54)

(1.55)

(1.56)

(1.57)

(1.58)
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