Wyklad 5

Rownanie Boltzmanna

Przewodnictwo elektryczne metali jest zwiazane z ruchem elektronow swobodnych.
Pod wplywem pola elektrycznego zachodzi swoiste przegrupowanie elektrondéw, wskutek
czego rozktad Fermiego, ktory jest niezalezny od wspoirzednych elektronu, modyfikuje si¢ i

przechodzi w rozktad zalezny od wspolrzgdnych przestrzennych. Aby wyznaczy¢ ten nowy

rozktad f (7,k) rozwazmy zmiang funkcji f w czasie od ¢ do t+Ar. Zaldzmy, ze w

dowolnej chwili Z elektron znajdowat si¢ w miejscu okreslonym wektorem wodzacym 7 i
posiadat ped p = hk Wtedy w polu elektrycznym E w nieobecno$ci zderzen ten elektron w
czasie t+ /At bedzie mial wspolrzedne: (7 +U(l€)At) , Tk +(—eE) D\t . Jezeli czas Ot jest
maty 1 zmiany funkcji f(7, k ) sa réwniez mate, mozemy zapisa¢ zmiany tej funkcji w postaci

szeregu Taylora
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Z réwnania (5.1) tatwo znalez¢ rownanie ruchu dla funkeji rozktadu f(7 ,lg)
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Otrzymane roéwnanie musimy uzupetni¢ dodatkowym cztonem, poniewaz elektrony moga by¢
rozpraszane na drganiach (fononach) i defektach sieci krystalicznej. Ten czton wybierzemy w
sposob fenomenologiczny w tak zwanym przyblizeniu czasu relaksacji

APy

s - (5.3)
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Tu f, - funkcja rozktadu réwnowagowego, czyli rozktadu Fermiego. W ogélnym przypadku

czas relaksacji T zalezy od 7 i f .

Z uwzglednieniem (5.3) ze wzoru (5.2) otrzymujemy jedno z fundamentalnych
réwnan w fizyce — rownanie Boltzmanna
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Roéwnanie Boltzmanna stanowi punkt wyjscia do rozwazan réznych zagadnien transportu w

ciele statym. Rownanie Boltzmanna umozliwia przyblizone obliczenie stacjonarnego rozktadu
nierownowagowego. Na przyktad, jezeli funkcja rozktadu £ (7, lg) nie zalezy od 7 (o$rodek

jednorodny), ze wzory (5.4) przy (df /dt) =0 mamy
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Oznaczajac
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A =—T(k)E. , Dk =—T(k)E, , Ak =—T(k)E,,
S h Y oh Y h
wzor (5.6) mozemy zapisa¢ w postaci
- o9 of of
k)= f,(k)—(=—A0k + ANk +— DNk
S k)= f, (k) (akx ok T ). (5.7)

Dla matych odchylen od stanu rownowagi termicznej, czyli dla matych pol elektrycznych,

wzor (5.7) mozemy zapisa¢ w postaci
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Ze wzoru (5.8) wynika, ze wptyw stabego statego pola elektrycznego na rozktad elektronow

sprowadza si¢ do przesunigcia kuli Fermiego rozkladu réwnowagowego o wielkos¢
N = (eTE /h) (rys.5.1a). Nowy rozklad Fermiego f rdzni si¢ w sposob istotny od rozktadu

rownowagowego f, tylko w poblizu energii (promienia) Fermiego.

Rys.5.1. Wptyw pola statego elektrycznego na rozktad elektronow

Przewodnictwo elektryczne metali

Korzystajac z réwnania Boltzmanna rozwazmy przewodnictwo elektryczne gazu

elektronow. Gestos¢ pradu elektrycznego, jak wiadomo z podstaw fizyki, jest okreslona

wzorem

]‘=%Ze0i . (5.9)

i

Sumowanie w (5.9) przebiega po wszystkich elektronach. Sumowanie po elektronach mozna
zastapi¢ przez calkowanie po energii, uzywajac do tego celu funkcj¢ rozktadu (5.29)

G(E) = f(E)g(E)
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- e
Jj(r) = ;'([U(E)f(E)g(E)dE : (5.10)

Przypusémy, ze pole elektryczne jest skierowane wzdhuz osi Ox . Wtedy, w przypadku
osrodka izotropowego J, =J. =0 i korzystajac z przyblizenia (5.8) otrzymujemy dla X -

sktadowej gestosci pradu

— _ering Yo
Ji = V.O[UX(E) BB/ (E) = T()E, ok, ldE . (5.11)

Eatwo udowodnié, ze caltka z U, (E) f,(E)g(E) w (5.11) znika, a zatem

e’E,
Vi

- af
== v E)O (k)22 dE
Js Ju BB I( )ka : (5.12)
Funkcja Fermiego f,(E) zmienia gwaltownie swoja warto$é przy E = E, , czyli przy k =k,

, gzie k ~ - wektor falowy Fermiego. Zatem w dobrym przyblizeniu mozemy zapisac¢

of, _0f, 0E _0f,
2 =22 — =~ hy - —-hu. [O(E-E
ok OEok. O0E OE-EL), (5-13)
gdzie O(x) jest delta funkcja Diraca. Tu skorzystaliémy z rownosci OE/0k =h’k /m =
= hUx oraz 6f0 /0E = —5(E —EF) .
Po podstawieniu (5.13) do wzoru (5.12) znajdujemy

e’E,
V

j. = qu [F(k) & (E) B(E - E, )dE . (5.14)

Wykorzystujac wlasciwosci O - funkcji Diraca otrzymujemy
J. =0OE, | (5.15)

gdzie przewodnictwo elektryczne 0 wzdhuz osi 0x wynosi

2
e
JD7U§(EF)g(EF)TF . (5.16)
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Tu T - czas relaksacji na powierzchnie Fermiego.

Poniewaz (patrz wzor (4.28))

Vg
E)=—— E. , 5.17
g( F) 2772 th |:| F ( )
zakladajac, ze
1 [RE,
v(E, )——U (Ep)= gg;@ (5.18)

ze wzoru (5.16) otrzymujemy
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Uwzgledniajac (patrz wzor (4.8)), ze

E = rmf” s me EW"—ZEFH/Z
07 0O

2m

przeksztalémy wzor (5.19) do postaci

2 /2 2
o0-% mfFH r, =1, (5.20)
3rmO h° O m

Wzor (5.20) nie zawiera stalej Plancka, a zatem moze by¢ wyprowadzony na podstawie fizyki
klasycznej. Udowodnit to po raz pierwszy Drude okoto roku 1900, na dlugo za nim powstata
mechanika kwantowa.

Wielkosé

(5.21)

nosi nazwe ruchliwosci elektronow.

Z uwzglednieniem (5.21) wzor (5.20) przyjmuje postac
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0 =epn (5.22)
Ze wzordow (5.22) 1 (5.21) wynika, ze zalezno$¢ temperaturowa oporu metali okresla
temperaturowa  zalezno$¢ czasu relaksacji T,. Czas relaksacji T, okresla

prawdopodobienstwo rozproszenia elektronu, ktore jest odwrotnie proporcjonalne do T .

Rozproszenie elektronéw w ciele stalym zachodzi na drganiach i defektach sieci krystaliczne;j.
Jezeli zatozymy, ze oba mechanizmy rozproszenia sa od siebie niezalezny, to calkowite
prawdopodobienstwo rozproszenia jest suma prawdopodobienstw rozproszenia elektronu na

defektach 1 fononach

— st (5.23)

Czas relaksacji T, mozna z grubsza okresli¢ jako $redni czas swobodnego przelotu, czyli bez

rozpraszania, elektronu. Mozna przypuszczaé, ze czasy T, 1 Ty, sa odwrotnie
proporcjonalne do iloczynéw odpowiednich przekroju czynnego na rozpraszanie Q i $redniej

predkosci elektronu U:

1
rd0—-:. 5.24
L0 (5.24)

W przypadku metali wktad w przewodnictwo pochodzi od elektronéw znajdujacych si¢ na

poziomie Fermiego, a zatem U jest po prostu predkoscia elektronu na poziomie Fermiego
U(E,) i stabo zalezy od temperatury, gdyz sama energia Fermiego jest stabo zalezna od

temperatury. Dla defektow nie ma podstawy przypuszczaé, ze przekrdj czynny zalezy od

temperatury, a zatem dla defektow

L = const (5.25)
def

W  przypadku rozpraszania na drganiach sieci krystalicznej przekrd) czynny jest
proporcjonalny do $redniego kwadratu amplitudy drgan <u,f(]€ )> o wektorze falowym k i

czestosci w(k). Mozna wykazaé, ze przy T >>T, (gdzie T, jest tak zwana temperatura

Debye’a)
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—=all, (5.26)

1 1
Pz ==y P () (527)

Niezalezny od temperatury opor, wynikajacy z rozpraszania elektronéw na defektach, P

nazywa si¢ oporem wiasciwym resztkowym. Opdr wlasciwy, zwiazany z rozpraszaniem

elektronéw na drganiach sieci P, (T) w niskich temperaturach zmienia si¢ jak 7°. Dla

temperatur wysokich P, (T) jest wprost proporcjonalny do temperatury.

Przewodnos¢ cieplna metali

W kinetycznej teorii gazow przewodnos¢ cieplna gazu jest okre§lona wzorem

K= %CU<U> qr (5.28)

gdzie <U> - $rednia predkos¢ czastki gazu, a <l> - $rednia droga swobodna czastki miedzy
zderzeniami , C, - pojemno$¢ cieplna gazu na jednostke objetosci.

Glowny wktad w przewodnictwo pochodzi od elektronéw znajdujacych si¢ w poblizu
powierzchni Fermiego, a zatem zakladajac, Ze <U> =Ur , a <l> =U.Tx, ze wzoru (5.28)

otrzymujemy

1
K= 5c vy T, . (5.29)

el

Wz6r na pojemnoéé cieplna na jednostke objetosci gazu elektronowego otrzymali$my na
Wykladzie 4 (wzor (4.44))
Tn,k’

1/2 /3
; :ﬂmn )& = —T . (5.30)
2n° ¢ mu;,

C

Po podstawieniu (5.30) do (5.28) otrzymujemy
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2
K:lcdufp EF:MT . (5.31)
3 3m

Korzystajac ze wzordw (5.31) oraz (5.20) znajdujemy

2
Ky _TOnKT, Dzm :iB’ig =24500"° W Q/K . (5.32)
oT 3m et,n, 3 [el

Wzér (5.32) wyraza prawo Wiedemanna — Franza: stosunek przewodnos$ci cieplnej do
przewodnosci elektrycznej jest wprost proporcjonalny do temperatury, przy czym
wspotczynnik proporcjonalnosci nie zalezy od rodzaju metalu. Liczba L we wzorze (5.32)

nosi nazwg liczby Lorenza.
Emisja termiczna elektronéw z metalu. Wzor Richardsona - Dushmana

Zjawisko emisji termicznej elektronow polega na tym, ze w metalu ogrzanym do
wysokiej temperatury elektrony przewodnictwa moga osiagnaé predkosci wystarczajace do
pokonania bariery potencjalnej na powierzchni metalu i wydosta¢ si¢ na zewnatrz metalu.
Jezeli miedzy powierzchniami metalu przylozy¢ roznice potencjalow przyspieszajaca

elektrony, to w zamknigtym obwodzie powstanie prad termoelektryczny. Maksymalna
warto$¢ gesto$ci pradu termoelektrycznego J,, ktéra nazywa si¢ prgdem nasycenia, jest

okreslona liczba elektronow emitowanych z 1 ¢m® powierzchni metalu w ciagu 1 5.
Oszacujemy warto$¢ pradu nasycenia w modelu gazu elektronéw swobodnych. Dla tego, zeby
elektron mogl opusci¢ metal jego energia kinetyczna musi by¢ wigksza niz poziom Fermiego
0 ® (rys.5.2). Energia ® nosi nazwe pracy wyjscia elektronu.

Jezeli wybierzemy o§ Ox prostopadle do powierzchni metali, to dla sktadowej

gestosci pradu termicznego wzdhuz tej osi mozemy zapisaé

L _e = ST
Js _7E£,,U”(k)m(E(k))dk . (5.33)
Tu

1
(E(K)—)/ kT +1

G(E(k)) = g(k) f(E(k)) = 8:3 De (5.34)
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jest funkcja, okreslajaca gestos¢ standw obsadzonych przez elektrony. Perwszy mnoznik w

(5.34) - V/(2™)°, okresla gestosé standow w przestrzeni k ; drugi — rozktad Fermiego —

Diraca.
Es
FE e T —= -
Ad /, potencijat obrazu
S ¢
g potencjat pola
% zewnetrznego
®
«© Ee
o
(5]

odlegtosé x

Rys.5.2. Termiczna emisja elektrondw

W catce po k& w (5.33) dolna granica oznacza, ze tylko elektrony posiadajace energie
kinetyczna wzdtuz osi Ox wieksza niz £, =(E, + P ) moga wydostac si¢ z powierzchni
metalu. kinetyczna wieksza niz £, =(E, + ®) moga wydosta¢ si¢ z powierzchni metalu.
Poniewaz zwykle energie emitowanych elektrondw znacznie przewyzszaja energie Fermiego
mozemy zaniedba¢ we wzorze (5.34) jedynke 1 zapisac

2

I
Gy =L T Gaxp[—
") =37 A

(k2 + k2 +k2)) . (5.35)
Po podstawieniu (5.35) do wzoru (5.33) i uwzglednieniu, iz U, =%k, /m otrzymujemy

. eh  Lir o hik?
=— dk_L¢ -
I " 3em© _J; : XP% 2m kT

- 0 wk F nk?
x_J;dky Ed:po 2mUcTE J’d(k ) [Eéxp Gl (5.36)




Tu k?

X min

=2m(E, +®)/h*. Oznaczajac x=h’k} /(2mkT), y =hk,/N2mkT |

z =hk_/~2mkT , zapiszmy (5.36) w postaci

j = 4;—3me“/” (kT)? j:'odz exp|-z2) [j::dy fexp- »?) ki:i(x) Cexp(—x) . (5.37)

Biorac pod uwage, ze M UE,, oraz Ia’y xp(-y?) = \/?[, ze wzoru (5.37) otrzymujemy

wzor, ktory jest znany od dawna jako wzor Richardsona — Dushmana

j. = AQkT) e ' (5.38)
gdzie 4= B@E
Ohr C

Zadania do Wyktadu 5

5.1. Udowodni¢, ze

Ju(BYR(EYL (E)IE =0

5.2. Udowodni¢ wzor (5.13).
5.3. Udowodni¢ wzor (5.30).

5.4. Obliczy¢ energie Fermiego £E, i temperatur¢ Fermiego T, =E,/k dla miedzi.
n, =8.500%.

5.5. Przewodno$é elektryczna miedzi w temperaturze pokojowej wynosi 6 =6007 Q7'm™",

koncentracja elektronoéw przewodnictwa n, =8.500% 5,7 . Ile wynosi czas relajsacji T i

rochliwosé elektronow w miedzi?

5.6. Oszacowac $rednia predkos¢ ruchu elektronow na poziomie Fiermiego oraz ich §rednia
droge swobodna jezeli energia Fermiego £, =7 eV; a=600" Q'm ™" i n, =8.500% 5,7,
5.7. Dla zlota Au liczba Lorenza przy T = 100C jest rowna L =24000"° WQ/K"*.

Natomiast przy T =0°C liczba Lorenza L =2.3500" WQ/K*.Z czym moze by¢ zwiazane

zmniejszenie liczby Lorenza?
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5.8. Udowodni¢, ze we wzorze Richardsona — Dushmana 4 [k> =120 A/(K? [&m?).

5.9. Dla miedzi prad nasycenia przy T = 2000K jest rowny 200°4 . Ile wynosi praca

wyjscia elektronu dla miedzi?

5.10. Dla wolframu praca wyjscia elektronu jest rowna @ =4.63 eV. Przy jakiej temperaturze

prad nasycenia bedzie rowny 6 107 4 ?
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