Wyklad 4

Gaz Fermiego elektronow swobodnych

Wiele wilasciwosci fizycznych metali 1 potprzewodnikow mozna wyjasni¢ na podstawie
prostego modelu gazu swobodnych elektronow, wprowadzonego w roku 1933 przez
Sommerfelda i Bethego. W modelu tym elektrony walencyjne atoméw metalu lub
poOlprzewodnika przemieszczaja si¢ w obszarze probki w sposdéb mniej lub wigcej swobodny.

Najpierw przypomnimy jak mechanika kwantowa opisuje ruch elektronu swobodnego.

Stacjonarne rownanie Schrodingera dla elektronu swobodnego ma postaé

_ h2 szw N a2w N a2¢l

wmbor "o e g Y “-
Rozwiazanie rownania (4.1) bedziemy szukali w postaci
W(F) = A" = ATdxplilk x+k,y+k.2]] . (4.2)
Po podstawieniu (4.2) do (4.1) znajdujemy
h—;(kf+kj+kj)w5h22:;w=Ew . (4.3)
Skad dla poziomdéw energetycznych elektronu otrzymujemy
E, = h;l;z . (4.4)

Ze wzoru (4.4) widzimy, ze widmo energetyczne elektronu swobodnego jest widmem ciagltym.

Latwo sprawdzi¢, ze funkcje falowe (4.2) sa wlasnymi funkcjami operatora pedu elektronu (

7 ==ih0)). Istotnie
Ble? | = —indlle® | = nk @ . (4.5)

A zatem dla swobodnego elektronu w stanie stacjonarnym £, ped elektronu jest dobrze

okreslony i jest rowny p = hk .
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Ze wzoru (4.4) wynika, ze powierzchnie statej energii elektronu swobodnego (
E, =const) sy kulami w przestrzeni wektorow falowych k. Wiemy, ze w krysztale
dozwolone wektory falowe k leza w przedziale pierwszej strefy Brillouina i dla skonczonego
krysztahi, zawierajacego N komorek elementarnych, gesto$¢ rozmieszczenia wektorow k w
pierwszej strefie Brillouina wynosi V /(271)°, gdzie V - objeto$é krysztatu. Elektrony

posiadaja spin 1/2, a zatem sa czastkami, ktére nazywamy fermionami. Dla wszystkich
fermionow obowiazuje zakaz Pauliego. A to oznacza, ze w stanie okreslonym wektorom
falowym % moga znajdowaé si¢ tylko dwa elektrony o przeciwnie skierowanych spinach.

Zakaz Pauliego powoduje, ze w stanie podstawowym (tj., gdy 7 =0) gazu elektronow

swobodnych elektrony obsadzaja kolejno poziomy energetyczne, zaczynajac od pozioma z
k =0 do jakiego$ goérnego poziomu. Ta gorna granica, ktora przy 7 =0 oddziela stany
obsadzone od stanéw nie obsadzonych nazywa si¢ energiq Fermiego (E,) dla zerowej

temperatury. Energii Fermiego, zgodnie z (IV.4) odpowiada maksymalny wektor falowy k i

ktory nosi nazwe wektora falowego Fermiego. Dhugo$¢ wektora falowego k ~ tatwo obliczy¢ z

rOwnania

B@k; H:BZEILEZnDV . (4.6)

Tu 7 - koncentracja elektronow swobodnych w probce.
Ze wzory (4.6) otrzymujemy nastepujacy wzor na warto$¢ k., ktdra nosi nazwe

promienia kuli Fermiego
k, =3 @) . 4.7)
Po podstawieniu (4.7) do (4.4) otrzymujemy dla energii Fermiego nast¢pujacy wzor

o _h° 2/3
E! -%(3712 @) . (4.8)

Energia Fermiego dla metali jest rzgdu kilku eV i w normalnych temperaturach jest znacznie

wigksza niz kT . Aby jeszcze bardziej to uwidoczni¢, wprowadzaja pojgcie temperatury

Fermiego: T, = EY / k . Dla wigkszosci metali T, =10*K .
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Statystyka Fermiego — Diraca

Znajdziemy  funkcje  rozktadu  f(£,7)  gazu  Fermiego,  okreSlajaca
prawdopodobienstwo obsadzenia przez elektron przy temperaturze 7 poziom energetyczny FE
. W celu otrzymania rozktadu f(E,T) przypomnimy kilku podstawowych poje¢ z fizyki
statystycznej.

Stan rownowagowy uktadu fizycznego, znajdujacego si¢ tylko w kontakcie cieplnym z
otoczeniem (laznia cieplna albo termostatem) i nie mogacy wymienia¢ si¢ z otoczeniem

czastkami jest opisywany rozkladem nazywanym rozkiadem kanonicznym. Dla rozktadu

kanonicznego prawdopodobienstwo tego, ze energia ukladu wynosi E, jest okre$lone wzorem

P(E,)) = %e‘En”‘T . (4.9)

Tu Z = ) XP(=E, /kT) nosi nazwe sumy statystyczne.

Stan réwnowagowy uktadu fizycznego, znajdujacego si¢ nie tylko w kontakcie
cieplnym z otoczeniem, ale mogacy wymienia¢ si¢ z otoczeniem czastkami jest opisywany

rozkladem nazywanym rozktadem wielkim kanonicznym. Niech liczba niezaleznych czastek w

stanie o energii €, wynosi #,. Wtedy calkowita liczba czastek w uktadzie jest rowna
N=>n (4.10)

a catkowita energia uktadu wynosi

E(N)=Y &n; (4.11)

Dla rozktadu wielkiego kanonicznego prawdopodobienstwo tego, ze uktad zawierajacy

N nierozroznialnych czastek ma energie £(N) jest okreSlone wzorem

PENY =L e = Ll g5 (e - u)f (“4.12)
- = U 7 L

Tu B=1/kT a
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nazywa si¢ wielkq sumq statystycznq. We wzorach (4.12) i (4.13) H jest potencjatem

chemicznym czgstek. Sens fizyczny tego potencjatu oméwimy pdzne;.

Ze wzoru (4.13) wynika, ze $rednia energi¢ <E> uktadu oraz srednig liczbeg czastek

<N > mozemy obliczy¢ przez wielka sumge statystyczna jako

(N)= 3 NPEG) = 5 2 n) (4.14)

0 . _
(E)= ; E(N)P(E(N)) = —ﬁ(m =)+ pu(N) . (4.15)

Zauwazmy, ze wielka sumg statystyczna (4.13) mozemy zapisa¢ w postaci

== %...gexpE—BZni(Ei —H)E

=S expl- Bry(&, = )]+ Y expl- B, (e, — )] =

=[1> expl-Bn (e, -1 . (4.16)
=0 n;
Ze wzoru (4.16) wynika, ze wielka suma statystyczna = jest iloczynem wielkich sum

statystycznych ¢, obliczanych dla kazdego i - go stanu oddzielnie
=M.

gdzie

& = exp[-B(e, W) &,] (4.17)
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Dla bozonoéw (czastek o catkowitym spinie) liczba czastek 7, w danym stanie

kwantowym moze przyjmowaé dowolne wartosci, czyli 7, =0,1,2,3,... i ze wzoru (4.17)

natychmiast otrzymujemy (patrz Wyktad 3)

) I
1-exp[-Ble, -4

& = Zexp[-ﬁ(f,- ~ ) G| (4.18)

W przypadku fermiondéw (czastek o poldéwkowym spinie), dla ktorych spetiony jest
zakaz Paulego, w danym stanie kwantowym moze znajdowac si¢ nie wigcej niz jedna czastka,
czyli n; =0,1. Wobec tego dla fermionow

g = Y expl-fe, ~p) ]

=01 . (4.19)
=1+exp|~Ble, ~u)

Skad dla $redniej wartos$ci liczby fermiondw w stanie €; otrzymujemy

10 !

()= S (&)= 55 e =1 (4.20)

Rozktad (4.20) nazywa sig rozktadem Fermiego — Diraca.

Sens potencjalu chemicznego M w przypadku gazu elektronow swobodnych jest
najlepiej widoczny w granicznym przypadku 7 =0. Wtedy, jak widzielismy wcze$niej,
prawdopodobienstwo obsadzenia stanow jest przy 7 =0 funkcja schodkowa (rys.4.1):
f(e)=1dla & <E) i f()=0 dla & > E) . Ze wzoru (4.20) wynika, ze ten rozktad ma

taka sama wlasciwos¢ przy T =0, jezeli

U=E} . 4.21)

Ze wzgledu na t¢ rd6wnos¢ czegsto w rozkladzie Fermiego — Diraca pisza energi¢ Fermiego

zamiast potencjalu chemicznego

1
f(g)= [T P (4.22)
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Nalezy zwroéci¢ uwage, ze roOwnos¢ (4.21) jest stuszna tylko przy 7' =0, a zatem stosujac w
rozktadzie (4.22) zamiast H ,poziom Fermiego” musimy pamigtaé, ze taki poziom Fermiego
jest wtedy wielkoscia zalezna od temperatury.

W wyzszych temperaturach rozktad Fermiego — Diraca staje si¢ rozmyty w okolicy
energii Fermiego. Szeroko$¢ obszaru, na ktérym odchylenie rozktadu Fermiego — Diraca od
funkcji schodkowej jest znaczace, jest rzedu 2k7T (rys.4.1). Z tego wynika, ze w miarg
podnoszenia temperatury probki tylko niewielka liczba elektronow jest wzbudzona.

Odstgpstwo w zachowa-niu si¢ gazu fermionéw od klasycznego gazu czastek
Maxwella-Boltzmanna nosi nazwe degeneracji gazu. Parametrem degeneracji gazu 1 jest
wielko$¢

n=* (4.23

gdzie H jest potencjalem chemicznym czastek.

Jezeli N <<I1, czyli U <<kT,6 to latwo wykazaé, ze rozklad Fermiego - Diraca

przechodzi w klasyczna funkcjg rozktadu Maxwella - Boltzmanna

_ £
P(E)= 4 @xpgr = E . (4.24)
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Rys.4.1. Funkcja rozktadu Fermiego — Diraca w r6znych temperaturach
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Jezeli N >>1, czyli U>>kT | to gaz czastek Fermiego nie podlega statystyce
klasycznej Maxwella-Boltzmanna. Dla metali w catym dostgpnym przedziale temperatur
ponizej temperatury topnienia parametr /7 >>1, a zatem gaz elektronowy metali jest gazem
silnie zdegenerowanym. Fakt ten, jak zobaczymy pdzniej, ma istotne konsekwencje, np. dla
wlasnosci cieplne metali.

Funkcja gestosci stanow elektronow swobodnych

272
Jednej wartosci energii elektronowej, E, :2—, odpowiada prawie nieskonczona

liczba stanow elektronowych dla ktoérych ‘/; ‘ = const | a kierunek wektora fk w przestrzeni

wektorow falowych jest dowolny. Zdefiniujmy funkcje gestosci standw elektronowych g(E),
taka ze g(E)dE rowna sig liczbie stanow elektronowych o energiach lezacych w przedziale (
E,E+dE). W celu wyznaczenia funkcji g(£) g(E)podzielimy kule Fermiego na warstwy
sferyczne o grubosci dk. Objetos¢ takiej warstwy wynosi dQ =d (47> /3) = 47’ dk .
Poniewaz na jeden wektor falowy w przestrzeni odwrotnej przypada objetos¢ (877° /V , gdzie

V' - objgtos¢ krysztatu), dzielac dQ przez 8/ /V otrzymujemy liczbe wektoréw falowych,

znajdujacych si¢ w warstwie o promieniu &k i grubosci dk :

14
dn=—k’dk . 4.25
2’ (4.25)
272
Biorac pod uwagg wzér E, = znajdujemy
/2
K>dk =152LT9 JE TIE . (4.26)
20nr° 0O

Po podstawieniu (4.26) do wzoru (4.25) otrzymujemy

/2
an=—" E@g JE WE . (4.27)
A’ On* 0O
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Poniewaz jednemu wektorowi falowemu, zgodnie z zakazem Paulego, odpowiadaja dwa stany,

liczba standéw elektronowych bedzie w dwa razy wigksza, czyli 2 Ldn. Wobec tego dla funkcji

gestoscei stanow elektronowych mamy (rys.4.2)

g(E)dE =20in =
/2
4.28
- ¥ 29
21 0RO
Ell
- A
Be 4 2kT
i
=
1))
&
0 -
DIE) Df

gestoéé standéw x prawdopodobieristwo

Rys.4.2. Funkcja rozktadu D(E)

Otrzymali$my, wigc wzor na funkcje g(E), ktora okreSla jak sa roztozone wzdhuz osi energii
stany, ktore moga by¢ obsadzony przez elektrony. Obsadzenie tych stanoéw okresla rozktad

Fermiego — Diraca, a zatem gestos¢ stanéw obsadzonych przez elektrony okresla funkcja

G(E)dE = g(E) f(E)dE (4.29)

gdzie funkcja f(E) opisuje rozktad Fermiego - Diraca

1
f(E)= T3 P - (4.30)
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Cieplo wlasciwe gazu elektronow

W poczatkowym stadium rozwoju teorii metali jednym z najtrudniejszym problemem

bylo wytlumaczenie ciepta wlasciwego metali. Zgodnie z zasada ekwipartycji energii dowolna

punktowa czastka powinna dawac¢ wklad w ciepto wiasciwe probki rowny 3k /2. A zatem dla

typowej koncentracji elektronéw n =10 cm™

nalezatoby oczekiwa¢ wktadu od elektronow

przewodnictwa rzedu 3kn/2 . Doswiadczalnie stwierdzono jednak, ze wklad elektronowy jest

rzedu 1% od oczekiwanej wielkosci 3kn/2 .

Dla obliczenia ciepta wtasciwego gazu elektronowego znajdziemy S$rednia energig

elektronow
= J’Eg(E) f(E)dE = 4 IE” f(E)dE .
0 0
Tu
v pnf’
2712 Ok 0O

Catkujac (4.31) przez czgsci, otrzymujemy

E)= AIEWf(E)dE =4 [ﬂ%Em OF(E)|, - IE” dE]

Pierwszy wyraz w (4.33) jest rowny zeru. W dalszym ciagu dokonamy podstawienia
E=(E-E,)/kT.
Skad
E=E, +kT , dE=kTLIE
Pochodna 0f /0F wyrazona przez nowa zmienna ma postaé

o _1 a1 1 e 1 1

OE kTafmefﬂD KT (€ +1)? kT (+e)(1+ed)

Uwzgledniajac (4.34) — (4.36) znajdujemy ze wzoru (4.33)
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1
(1+e)(1 +€_5)d5 '

(E) ——A I(E +kT )" (4.37)

-Ex/kT

Dla metali, jak juz mowiliémy, w temperaturze pokojowej (7 =300K , k7 010 eV ) energia
Fermiego E, jest prawie w 1000 razy wigksza niz k7. Oznacza to, ze przy zwyklych
temperaturach wzbudzona jest tylko niewielka liczba elektronow w poblizu poziomu Fermiego
1 gaz elektronow w metali znajduje si¢ w stanie zwyrodniatym.

Przy T <<T. = E, /k mozemy zapisaé

(E, +kT &) =E)°[1+= E{?E{% E—lzl—%; é +...]. (4.38)

Biorac pod uwage (4.38) ze wzoru (4.37) otrzymujemy

(E)=E,+E +E,, (4.39)
gdzie
2 d 35/3n4/3h2

E,==4 S/ZJ’ - < = Vn)’"” (4.40)

5 ) (1+e)(1+e™) 10m
E = A[E;)? ucTI ¢d¢ — =0, (4.41)

L+eH1+e™)

© 2 1/2 2/3

3 E df _ 3 T m Vl]n)l/?} ka)Z . (4'42)

E, == ALE}*(kT) =
2 Ty )_[0(1+ef)(1+e‘<‘) 40

We wzorach (4.40) — (4.42) zamienili§my dolny przedziat catkowania na (—), poniewaz (
E. kT >>1).

Ze wzoru (4.39) wynika, ze w temperaturze bezwzglednego zera 7 =0 gaz

elektronowy posiada energig

35/3 4/3h2
(E)y=E,=————V Un)’" . (4.43)
10m

Fakt ten jest zupehnie niezrozumialy z klasycznego punktu widzenia.
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Korzystajac ze wzoru (4.39) fatwo =znalez¢ wzdér na cieplo wlasciwe gazu

elektronowego
C, = @ =y[T , (4.44)
T
gdzie wspotczynnik ¥ jest okreslony wzorem
y:%rf )" &> . (4.45)

Przewidywana liniowa zalezno$¢ ciepta wlasciwego elektronéw od temperatury zostata

potwierdzona eksperymentalnie.
Plazmony

Zachowanie si¢ gazu elektrondow swobodnych metali, a takze niektorych
potprzewodnikow o duzej koncentracji elektronow, w zmiennym polu elektrycznym wykazuje
niezwykla wlasciwos¢ gazu, a mianowicie gaz elektronowy w zmiennym polu elektrycznym
wykonuje drgania wzdtuz pola jak cato$¢. Rozwazmy uproszczony model tego zjawiska. Niech
u okresla jednorodne przesunigcie jako catosci gazu elektronowego wzgledem sztywnej sieci

jondw dodatnich, a 7 - koncentracja elektronow. Wtedy rownanie ruchu gazu elektronowego

w zmiennym polu elektrycznym E= Eoe_i“’ mozemy zapisa¢ w postaci
nmii + yii = neEje™™ . (4.46)

Tu V jest stalg thumienia, ktore powstaje wskutek tego, ze w ruchu kazdego elektronu zawsze
wystepuja opory, zwiazane z réznymi niejednorodnosciami sieci krystaliczne;.

Zakladajac, ze

e (4.47)

<y
]
<)
=)
Q

ze wzoru (4.46) otrzymujemy

ek 1
m w +i(y/nmyw

u=-

(4.48)
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A zatem uktad (elektrony swobodne + rdzeni atomowe) polaryzuje si¢ w wyniku pojawienia
si¢ roznego od zera przesunigcia gazu elektronowego. Wektor polaryzacji p, zdefiniowany
jako moment dipolowy przypadajacy na jednostke objetosci, wynosi

(e’n/m) E

P=enlli=- 5
w” +i(y/nm)w

(4.49)

Z eclektrodynamiki wiemy, ze w przypadku ciata izotropowego: P =&, (e-1E, skad

przenikalnosci dielektrycznej € mamy

P
E=1+— | (4.50)
&,E
Ze wzorow (4.49) 1 (4.50) znajdujemy
w2
e=1 = . (4.51)

B W’ +i(y/nm)w

Tu przez @, oznaczylismy

2
en

. 4.52
e (4.52)

W przypadku stabego thumienia (¥ — 0) ze wzoru (4.51) otrzymujemy

ezl—ﬁ%é. (4.53)

Ze wzoru (4.53) wynika, ze przy @W.>> @, przenikalno$¢ dielektryczna £ =1, a zatem dla fal
o duzych czgstotliwosciach gaz elektronowy jest przezroczysty. Natomiast przy . <,
przenikalno§¢  dielektryczna  bedzie ujemna  wielkoscia.  Poniewaz &k =27/A =
=(w/c)c/v)=(w/c)e, ujemny znak € oznacza, ze czynnik exp(ikx) fali

elektromagnetycznej bedzie rzeczywisty, a to oznacza, ze fali o czgstotliwosciach @. <@, nie

wchodza do obszaru elektronéw swobodnych i catkowicie odbijaja si¢ od niego. Warto$¢
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czestotliwosci @, dla typowych metali jest rzedu 10" MHz, a to oznacza, ze wiekszo$¢ metali
jest nieprzezroczysta w $wietle widzialnym.

Czgstotliwos¢ W, nazywa si¢ czestotliwosciq plazmowq, poniewaz okre$la ona jedna z
wlasnych czestotliwosci drgan plazmy elektronowej jako catosci. Rozwazylismy tylko drgania
plazmy, dla ktorych wektor falowy k =0 (plazma wykonata drgania jako jedna ,,sztywna”
cato$é). Scista teoria drgan gazu elektronowego wykazuje, ze istnicje widmo drgan

przestrzennych gazu elektronowego. Kwanty fal zwigzanych z drganiami przestrzennymi gazu

elektronowego nosza nazwe plazmonow.
Zadania do Wyktadu 4

4.1. Udowodni¢ wzor (4.18).
4.2. Udowodni¢, ze $rednia wartos¢ liczby bozonow w stanie €; okres$la rozklad Bosego —
Einsteina (patrz Wyktad 3)

1
B

1
eB(EA‘_,U) -1 :

v
<ni> = f(gi) = a,Ll (lnfl)

4.3. Wykaza¢, ze pochodna funkcji (4.20) jest funkcja symetryczna wzglgdem parametru

x:(ei—u)/kT iprzy T - 0

_
5 o

gdzie 0(17) jest delta - funkcja Diraca.

4.4. Zakladajac, ze dla wigkszosci metali 7, =10°K obliczy¢ parametr degeneracji gazu
elektronowego w temperaturze pokojowe;.

4.5. Wykaza¢, ze 11 <<l rozklad Fermiego - Diraca oraz rozktad Bosego - Einsteina
przechodza w klasyczny rozktad Maxwella - Boltzmanna.

4.6. Udowodni¢, ze funkcja ggstosci stanow elektrondw swobodnych w przypadku

jednowymiarowym ma postac

/2

1
ToR O

S
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4.7. Wykaza¢, ze funkcja gegstosci stanéw elektronow swobodnych w przypadku
dwuwymiarowym jest rOwna

I m
E)y=——.
g(£) mh*
4.8 Udowodnié, ze energia kinetyczna gazu trdjwymiarowego N elektrondw, w temperaturze

0 K, wynosi

Ekin :gNll‘F .

4.9. Wykaza¢, ze wzor na molowe cieplo wlasciwe jednowymiarowego gazu Fermiego wynosi

o(E
Cu :Q:isz:ﬂGZ.
oT  12E, 12 7T,

4.10. Wyprowadzi¢ wzor na molowe cieplo wlasciwe dwuwymiarowego gazu elektronowego.

Odpowiedz:

4.11. Wykazaé, ze w rozkladzie Fermiego - Diraca przy M >>kT potencjal chemiczny

pokrywa si¢ z energia Fermiego

2
2/3

UEE, = f (3712 Bz) :

“2m

4.12. Wykazaé, ze potencjal chemiczny H silnie zwyrodnialego gazu elektronowego w

pierwszym przyblizeniu wzgledem temperatury okresla wzor
EY EY | mOkTH _E! T kT U mgr gt
pu=—rt+—L I-—H-H=—T{1+[1-—H- N=E,0-"— L,
2 2 3 E- 2 6 E- E 12 E

gdzie T, = E, /k - temperatura Fermiego.
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