Wyklad 3

Doswiadczalne metody badania fononow

Dla badania widma drgan sieci krystalicznej stosuja metody oparte na niesprezystym
rozpraszaniu fal elektromagnetycznych albo fal de Broglie’a neutrondéw 1 atomow.
Niespre¢zyste rozpraszanie fal elektromagnetycznych z zakresu obszaru widzialnego w
przypadku oddziatywania z fononami optycznymi jest znane jako rozpraszanie Ramana,
natomiast rozpraszanie wskutek oddzialywania z fononami akustycznymi nazywaja
rozpraszaniem Brillouina.

Rozwazmy uproszczona teori¢ rozpraszania promieniowania na strukturach
okresowych zmiennych w czasie. Zaczniemy od wyprowadzonej na wyktadzie 2 amplitudy fali

rozproszonej
A, O™ qp(?)e"‘mdlf _ (3.1)

Tu K=k, —k,, jest réznica wektoréw falowych promieniowania rozproszonego k, i

promieniowania padajacego lgpo. P(7) czynnik rozpraszajacy, ktory zalezy od struktury

atomu rozpraszajacego promieniowanie.
Dla uproszczenia obliczen zaldézmy, ze sie¢ krystaliczna zawiera tylko takie same

atomy, ktore sa czastkami punktowymi, a zatem zaktadamy, ze

p(F O o(F -7, 3.2)

Tu wektor 7, okresla potozenie 7 - go atomu w sieci, a O(7 —F,) jest delta funkcja Diraca.

Po podstawieniu (3.2) do (3.1) znajdujemy

AB D e—iwoz qe—iKm" . (33)

n

Wskutek drgan termicznych atomow wektory 7, beda funkcjami czasu

r(@) =7, +u, ) . (3.4)
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Tu wektor 7,, okresla potozenie rownowagi atomu, a wektor %, - wychylenie 7 - go atomu z
tego polozenia. Uwzgledniajac (3.4) i przypuszczajac, Ze przemieszczenia U, sa male, ze

wzoru (3.3) otrzymujemy

A [ e o qe—ikmm @—ikmn(z)
B

n

~ o i EE e-ikmno m - iK D]Zn @+--]- (3.5)
= ABO - iABr
Tu
Ay O™ Oy ™ (3.6)

amplituda rozproszenia w przypadku sieci sztywnej, a

Ay, O™ Ty ™™ K G, (1) 3.7)

dodatkowy czton, zwiazany z drganiami sieci krystaliczne;.
W przyblizeniu harmonicznym przemieszczenia #,, jak byto udowodniono wczesniej,
sa falami ptaskimi
i (1) = ii, B (3.8)

Po podstawieniu (3.8) do (3.7) znajdujemy

Ay, 05 K Gi,e™ % Gexp{=iw, + (i)l (3.9)

Ze wzoru (3.9) wynika, ze czestotliwos¢ fali rozproszonej @ rozni si¢ od czestotliwosci fali

padajacej doktadnie o czgstos¢ fali, okreslajacej drgania sieci krystalicznej

w=w, *w(k) . (3.10)

Wezesniej widzieli$my, ze dla tego Zeby powstata wiazka rozproszona wektory ( K F k ) musza

by¢ réwne wektorowi ¢ sieci odwrotne;j
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K¥k=k, -k,Fk=§G . (3.11)

y4\l

Zwiazki (3.10) 1 (3.11) maja prosta fizyczng interpretacj¢. Pomnézmy réwnania (3.10) oraz
(3.11) przez stata Plancka 7

hw = ho, + ha(k) | (3.12)
hk, =tk , ¥ ik =hg . (3.13)

Pierwsze z tych rownan mozemy interpretowac jako prawo zachowania energii. Znak minus w
tym rownaniu odpowiada wzbudzeniu przez fale padajaca drgan sieci krystalicznej. Znak plus
oznacza, ze energia drgan sieci zostaje przekazana fale rozproszonej. Drugie z tych réwnan

mozemy interpretowac jako prawo zachowania pedu (Scisle méwiac, kwazipedu). Niech

promieniowanie rozpraszajace jest fala elektromagnetyczna. Wtedy w rownaniu (3.13) h/gp

jest pedem fotonu promieniowania rozproszonego, a ik, - pedem fotonu promieniowania

padajacego. Czlony #k oraz /g maja wymiar pedow i moga by¢ traktowane jako kwazipedy
kwaziczastek, odpowiadajacych drganiom sieci krystalicznej. Te czastki” nazywamy
fononami. To nie sa czastki rzeczywiste, takie jak elektron albo foton, poniewaz oni istnieja
tylko w sieci krystalicznej 1 nie moga istnie¢ w prozni. Oprocz tego kwazipedy fononow sa
okreslone z dokladnoscia do dowolnego wektora sieci odwrotnej 1 nie maja nic wspolnego z
pedami pojedynczych atoméw w sieci krystalicznej. Stad wiasnie fonony nazywamy
kwaziczastkami.

Roéwnania (3.12) 1 (3.13), okre$lajace niesprezyste rozpraszanie promieniowania, moga

by¢ wykorzystane do doswiadczalnego badania krzywych dyspersji fononéw. W obszarze
czgstoSci  $wiatta widzialnego (77103 4> 1>38000° 4) najwicksza zmiana wektora
falowego wynosi

27T :

2k, =27=2D0'3Z1 . (3.14)

Wektor sieci odwrotnej krysztalu ma diugos¢ rzedu » A , a zatem zmiana wektora falowego fali

$wietlnej po rozpraszaniu niesprezystym na fononach sieci krystalicznej wynosi 10~ wektora

sieci odwrotnej. Z tego powodu rozpraszanie ramanowskie nadaje si¢ tylko dla badania drgan
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sieci o wektorach falowych znajdujacych si¢ w poblizu srodka pierwszej strefy Brillouina (czyli

okoto k£ =0).

Dla fal rentgenowskich 100;1 > A >1.0;1 oraz dla neutronéw termicznych

produkowanych w reaktorach jadrowych sytuacja jest nieco lepsza, poniewaz przekaz wektora
falowego tutaj moze by¢ rzedu wektora sieci odwrotnej. Obecnie wilasnie niesprezyste
rozpraszanie termicznych neutrondéw, a czasami i1 fal rentgenowskich, wykorzystuja do
okreslenia krzywych dyspersji fononow.

Defekty sieci krystalicznej i fonony zlokalizowane

Dotychczas drgania sieci krystalicznej rozwazaliSmy zaktadajac, ze krysztat jest idealna
krystalograficzng struktura. Drgania w takiej idealnej sieci rozchodza si¢ w postaci fal
niettumionych harmonicznych. W rzeczywistym krysztale zawsze istnieje naruszenie
regularno$ci rozktadu atomoéw. Takie naruszenia okresowos$ci rozmieszczenia atomoéw w sieci
krystalicznej nazywamy defektami sieci krystalicznej.

Obecno$¢ w krysztale defektow sieci krystalicznej, powoduja pojawienie si¢ fal,
ktorych amplituda maleje wyktadniczo w miarg oddalania si¢ od defektu. Takie zlokalizowane
przestrzennie fale nosza nazwe fononow zlokalizowanych. Jezeli defektami sieci sa atomy
domieszkowe to fonony zlokalizowane odpowiadajace tym defektom nazywamy fononami
domieszkowymi. Powierzchnie krysztalu sa rowniez makroskopowymi defektami krysztatu i
powoduja pojawienie si¢ fal, amplituda ktorych maleje jedynie w kierunku prostopadtym do
powierzchni krysztatu, ale w plaszczyznach rownoleglych do niej pozostaje stata. Takie
zlokalizowane fali przesunig¢ atomow nosza nazwe fononow powierzchniowych.

Rozwazmy powstawanie fononow zlokalizowanych na przykladzie *tancucha
jednoatomowego, zawierajacego, jako defekt, izotop pierwiastka podstawowego tworzacego
krysztal. Atom izotopu rézni si¢ od pozostalych atomow tylko masa jadra, a zatem mozemy
uwazac, ze wiazania sprezyste atomu domieszkowego z sasiednimi atomami sg takie same, jak
wigzania migdzy atomami tworzacych krysztat. Niech atom izotopu o masie M zajmuje wezel,
pokrywajacy si¢ z poczatkiem uktadu wspotrzednych. Przyjmujac znéw, ze oddziatywanie
zachodzi tylko pomigdzy najblizszymi sasiadami, zapiszmy rownania ruchu dla sieci

krystalicznej w postaci

Mii, = f Wu, +u_, —2u,) ,

miiy = f Wuy +uy —2u,) | (3.15)
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miiy = f Wuy +u, —2u,) |

Tu m - masa atomdw, tworzacych krysztat; f - stala sprezenia atomow.

Jako szczegdlne rozwiazanie tego uktadu rownafh poszukujemy rozwigzanie w postaci fal

thumionych
w, () =u(0) ™" (3.16)

Po podstawieniu (3.16) do uktadu rownan (3.15) otrzymujemy dwa niezalezne rdwnania na

niewiadome YV i @

% :%me'y -1, (3.17a)
—w=Lger e <) (3.17b)
m

Eliminujac w rownaniach (3.17) w?, przez podzielenie obu rownan stronami, otrzymujemy

-y
2_m_e—1:1_ (3.18)
M e +e -2

Mnozac mianownik 1 licznik (3.18) przez e’ otrzymujemy

2m
e =1-— | 3.19
i (3.19)

Biorac pod uwage (3.19) ze wzoru (3.17) znajdujemy nastepujacy wzor na czestos¢ drgan
thumionych @,

W = 4 fim _ 4 fim
T MQ@m-M) mP-(m-M)*"

(3.20)

Wykres zaleznosci W, od masy M atomu domieszkowego jest przedstawiony na rys.3.1. Z

tego rysunku wida¢, ze czgsto$¢ drgan domieszkowych W, jest zawsze wigksza od czgstosci

maksymalnej drgan fancucha jednoatomowego (M =m)
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1 moze osiagac bardzo duze wartosci jezeli M <<m alb 2m >M >>m.
Jezeli M >2m, to ze wzoru (3.20) znajdujemy, ze czgstos¢ @, musi by¢ wielko$cia

zespolona, czyli

w, = Re(w,) —i[lm(w,)| . (3.21)
Po postawieniu (3.21) do (3.16) otrzymujemy
u (f) = u(0) "M@ grirs@or (3.22)

Ze wzoru (3.22) wynika, ze atomy domieszkowy o masie M >2m powoduja zanik drgan

zlokalizowanych (czynnik exp[—Im(a, )|f] we wzorze (3.22)) , a zatem atomy domieszkowe o

zbyt duzej masie nie sa zrodtem fononoéw zlokalizowanych.

Rys.3.1. Zalezno$¢ czgstosci drgan domieszkowych od masy atomu domieszkowego

Uktad rownan (3.15) dopuszcza réwniez rozwiazania odpowiadajace zwyklym niegasnacym

falom — fononom.
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Cieplne wlasciwosci krysztalow
Prawo Dulonga — Petita . Model Einsteina. Statystyka Bosego - Einsteina

W roku 1819 francuscy fizycy P.Dulong i A.Petita wykryli, Ze w temperaturach
pokojowych (i wyzszych) molowe ciepto wilasciwe cial stalych nie zalezy od temperatury i dla

wszystkich cial jest réwne C, =3R. Tu R =N ,k jest stata gazowa, k - stata Boltzmanna;

N, - liczha Avogadra. Prawo Dulonga — Petita znajduje proste objasnienie w ramach
uproszczonego modelu Einsteina drgan sieci krystalicznej. Zgodnie z tym modelem energia
sprezysta krysztalu zawierajacego N atomow sktada si¢ z energii 3N normalnych drgan —
fononéw, o tej samej czgstosci W. Energia kazdego z fonondéw okreslona jest wzorem dla

oscylatora harmonicznego

En:hwm+%). (3.23)

Poniewaz mamy do czynienia z zespotem takich samych fononéw, nie mozemy jednoznacznie

powiedzie¢, ktory z fononow znajduje sic w okreSlonym stanie o energii £,. Zamiast tego

mozemy tylko okredli¢ prawdopodobienstwo P, znalezienia oscylatora w stanie E,. W

mechanice statystycznej udowodniono, ze prawdopodobienstwo tego, ze energia oscylatora

wynosi £, jest dane rozktadem Boltzmanna (znanym takze jako rozktad kanoniczny)
1 -
P =_eEi (3.24)

Tu T - temperatura krysztalu, a Z jest tak zwana suma statystyczna:

_ -E, | kT
Z=%e . (3.25)

Suma statystyczna odgrywa wazna role w fizyce statystycznej, poniewaz wiele wielko$ci
statystycznych w prosty sposob wyraza si¢ przez sumg statystyczna. Na przyklad $rednia

warto$¢ energii oscylatora, okreslona wzorem

Z Ene‘ﬂEn
£ " (3.26)
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gdzie B =1/kT latwo moze by¢ zapisana, przez sume statystyczna, w postaci

(E)= —%mz : (3.27)

Przed tym jak znaleZ¢ $rednia energia oscylatora (3.23), zauwazmy, ze ze wzoru (3.23)

wynika, iz $rednia energia oscylatora wynosi

(E) = et +(n) (3.28)

Tu

z n @—BEn

<n> — Z , (3.29)

jest warto$¢ oczekiwanej liczby kwantowej 7 oscylatora bedacego w rownowadze termicznej
w temperaturze 7 .

Obliczymy teraz $rednia energia jednego oscylatora (3.23), korzystajac ze wzoru
(3.27).

@ ~hwB /2

Z = e_BhlAJ(n‘H/z) = le_ew . (330)

Po podstawieniu (3.30) do (3.27) otrzymujemy

(E) = oot + () (3.31)
Tu przez <ﬂ> oznaczylismy
-
<n> T (3.32)

Wielko$¢ <n> , okreslona wzorem (3.32), mozemy rozwazac jako $rednig liczbe wzbudzonych

fononow o energii Aw w temperaturze 7. Ze wzoru (3.32) wynika, ze przy I — 0 mamy

<n> — 0. Natomiast, przy kT >>/%w mamy <n> — 0 Rozklad (3.32) okreslajacy $rednia

liczbg czastek w danym stanie, gdy nie ma ograniczenia na ta liczbe, nosi nazwg rozktadu (albo
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statystyki) Bosego — Einsteina. Czastki podlegajace statystyce Bosego — Einsteina nazywamy
bozonami. Z mechaniki kwantowej wiemy, ze wszystkie czastki o catkowitym spinie sa
bozonami. Wigc termicznie wzbudzony gaz fonondw jest przyktadem idealnego gazu bozonow.

Zastosujemy teraz wzor (3.32) do obliczenia ciepta wlasciwego gazu fononow.
Rozwazmy najpierw przypadek bardzo wysokich temperatur (k7 >>hw). W temperaturach

hw! kT

wysokich e ~1+hw/kT , a zatem $rednia liczba fononow jest rowna: (n) = kT/hw >>1.

Po podstawieniu tego wyniku do (3.31) otrzymujemy, ze $rednia energia jednego oscylatora
wynosi (E) = kT , a dla ukladu 3N oscylatorow - U =3N(E) =3NkT . Poniewaz pojemno$é

cieplna C, przy stalej objetosci ciala jest okreslona wzorem

ou
C,=— 3.33
T (3.33)
otrzymujemy
C, =3Nk . (3.34)

Dla jednego mola substancji liczba N jest rowna liczbie Avogadra N, a N ,k =R, gdzie R -

stata gazowa. Wigc dla jednego mola substancji ze wzoru (3.34) otrzymujemy
C, =3R , (3.35)

co jest zgodne z prawem Dulonga — Petita.

Z doswiadczen wynika, jednak, ze w niskich temperaturach (rzedu kilkanascie
Kelwinow) C, staje sie zaleze¢ od temperatury (rys.3.2), bedac proporcjonalng do 73, przy
czym wspoOlczynnik proporcjonalnosci zalezy od budowy ciata.

Rozwazmy teraz przypadek bardzo niskich (A7 <<hw) temperatur. Pomijajac we

wzorze (3.32) w mianowniku jedynke, ze wzoru (3.31) mamy

(E) =%hw+hwﬂz‘hw/” : (3.36)
Korzystajac ze wzoru (3.36) dla molarnej pojemnos$ci cieplnej — ciepta wiasciwego,
otrzymujemy
d(3N (E
c, _4ONAED _ 3 T oronr (3.37)
dT OkT O
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CVA

3R ——

>
T

Rys.3.2. Zalezno$¢ sieciowego ciepta wiasciwego od temperatury

Latwo udowodni¢, ze C, zmierza do zera, gdy temperatura dazy do zera. Zbiezno$¢ ta
jest jednak silniejsza niz doswiadczalna. Nie zgodno$¢ modelu Einsteina z danymi
doswiadczalnymi przy niskich temperaturach wynika z zatozenia jednakowej czgstosci drgan
fononow. Jest to dobre zalozenie dla fonondw optycznych, ktore sa wzbudzone przy wysokich
temperaturach. Z tego mamy zgodnos¢ teorii i eksperymentu przy wysokich temperaturach.
Przy niskich temperaturach natomiast sa wzbudzone przede wszystkim fonony akustyczne,
majace mniejsza energie. Czestosci drgan fononow akustycznych leza w znacznie szerszym
zakresie, a zatem zatozenie jednakowej czgstosci drgan fonondéw przy niskich temperaturach

zle opisuje rzeczywistos¢.
Model Debye’a. Widmo drgan sieci krystalicznej

Debye udoskonalil model Einsteina zaktadajac, ze

1. czgstosci drgan fonondéw sa proporcjonalne do wartosci wektora falowego

wzu‘lg

; (3.38)

Zalozenie to jest zadowalajace tylko przy bardzo niskich temperaturach, dla ktorych
wzbudzone sa tylko dlugofalowe fonony (£ — 0);

2. jednemu wektorowi falowemu odpowiadaja trzy fonony, spolaryzowane we wzajemnie
prostopadtych kierunkach. Predkosci U fononow obu typdw polaryzacji moga by¢ rozne.

Nawet przy tych upraszczajacych zatozeniach obliczenie $redniej energii drgan sieci
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[ 1
(E)= Zhw(k)%+WE (3.39)

jest procedura praktycznie niewykonalna. Dla obliczenia (3.39) Debye sprowadzil sumowanie

w (3.39) do catkowania, wprowadzajac widmo drgan sieci D(W). Zamiana ta jest
usprawiedliwiona duza gestoécia wektorow falowych k w pierwszej strefie Brillouina.

Zdefiniujmy funkcje D(@) taka, ze D(w)dw okredla liczbe fonondw o czestosciach
lezacych w przedziale (a),a)+dw), Wprowadzenie funkcji D(w) daje mozliwo$¢ zapisaé
wzor (3.39) w postaci catki

(E) = J’%D(w)dw . (3.40)
Tu pominglismy w (3.39) mato znaczaca energig¢ drgan zerowych.

Obliczenie funkcji gestosci stanow D(W) wymaga catkowitego rozwiazania rownan
ruchu dla drgan sieci krystalicznej. Bardzo przyblizona formute na widmo D(w) znajdujemy,
jezeli w §lad za Debyem przyjmiemy, ze pierwszq strefe Brillouina, ktora ogranicza obszar
dozwolonych wartosci wektora falowego k , mozemy zastqpié kulq o takiej samej objetosci.
Promien kuli Debye'a obliczymy nastepujaco. W pierwszej strefie Brillouina istnieje dokladnie
N dozwolonych wektoréow falowych k, gdzie N - liczba komérek elementarnych w
krysztale. Objeto$é¢ pierwszej strefy Brillouina wynosi Q =87 /V, = (87T / V)N, gdzie V,
objetos¢ komorki elementarnej; V' - objetos¢ krysztatu. A zatem, w strefie Brillouina wektory
falowe k sa rozlozone z gestoscia P =N/Q=V /(8. Zaktadajac, ze dla kuli Debye'a
wektory falowe f sa rozlozone z taka sama gestoécia, a calkowita liczba dozwolonych

wektoréw wynosi N , dla okreslenia promienia kuli Debye'a &, otrzymujemy rownanie

_V
N= E@ngE (3.41)

Skad

: % . (3.42)
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Znajdziemy teraz liczbg dn wektorow falowych, dlugosci ktorych leza w przedziale

(k, k+ dk) . Podzielimy kulg Debaye'a na warstwy sferyczne o grubosci dk . Objgtos¢ warstwy

o promieniu k i grubosci dk jest rowna dV =d (471’ /3) = 47k>dk . Poniewaz objetosé kuli

Debye'a wynosi (471{13) /3), to liczba dn wektorow falowych, dtugosci ktorych leza w

przedziale (k,k + dk) jest rbwna

aric*dk _ 3k*
4k, /13) k)

Zgodnie z zatozeniem (3.38), znajdujemy

2

k*dk = —3a’a),
v

a zatem

3 3w*

dn=D(w)dw=—-dw .
D
Tu
w, =V Lk,

nosi nazwe czestosci Debye'a 1 jest to maksymalna czgsto$¢ drgan cieplnych.

Wprowadzajac oznaczenie (temperature Debye'a)

how,
k

T, =

1 biorac pod uwage (3.45), zapiszmy wzor (3.40) w postaci

_ 3D
 (hw,)’ f e

Tu x =hw/kT ,a x, =hw, kT =T,/T.

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

Analityczne obliczenie catki mozliwe jest tylko w przypadku bardzo wysokich, albo

bardzo niskich temperatur. Dla posrednich warto$ci temperatur warto$¢ tej catki jest podana w

tablicach funkcji specjalnych.
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W przypadku bardzo wysokich temperatur kT >>hw,, czyli T >>T,, przedziat
catkowania jest bardzo maly 1 na calej jego dlugosci jest stuszne przyblizenie: e* =1+ x .

Wtedy ze wzoru (3.48) otrzymujemy

3(kT)* x),
Ey="1~"72 "2 =T , 3.49
co pokrywa si¢ ze wzorem otrzymanym przez nas dla modelu Einsteina.

W przypadku bardzo niskich temperatur kT << hw,,, czyli T <<T,, gorny przedziat

catkowania mozemy przesuna¢ do nieskonczonosci. Wtedy ze wzoru (3.48) otrzymujemy

(E) = 3kTY 'k E—IT—4

S5 " . 3.50
(hwp)* 15 5 T, (3.50)
Tu uwzglednili$my, Ze J'x3dx f(e* =1)=m" /15,
0
Dla uktadu 3N, oscylatoréw energia Srednia wynosi

3N km* T*
U:3NA<E>:ATF, (3.51)

D

skad dla ciepta wlasciwego otrzymujemy

4
c, =4V 121 4 E%?% . (3.52)
ar s i

Otrzymana proporcjonalno$¢ przy niskich temperaturach C, do 73 jest zgodna z danymi

do$wiadczalnymi 1 ten wynik jest jednym z najwazniejszych sukcesow wczesnej fizyki ciala
statego.

Zadania do Wyktadu 3

3.1. Z badan dyfrakcyjnych krysztatu wynika, Ze ze wzrostem temperatury krysztalu maleje
nat¢zenie linii rozproszonej. Wytlumaczy¢ ten fakt, zakladajac, ze za to odpowiedzialne sa

drgania atomow.
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3.2. Wyprowadzi¢ wzory na funkcje gestosci stanow dla tancucha jednoatomowego
zakladajac, ze w =v [k . Okresli¢ czgstotliwos¢ Debye'a.

3.3. Wyprowadzi¢ wzory na funkcje gestosci stanow dla sieci kwadratowej zakladajac, ze
@ =0 Lk . Okresli¢ czgstotliwos¢ Debye'a.

3.4. Korzystajac z wynikdéw zadan 3.2 1 3.3 wyprowadzi¢ wzory na molowe ciepto wiasciwe.
3.5. Oblicz $rednig energi¢ termiczna i cieptlo wiasciwe ukltadu o dwoéch poziomach
energetycznych E, 1 E, (E, > E)).

3.6. Oblicz $rednig energi¢ termiczng i pojemnos¢ cieplna ciala zawierajacego NV, oscylatorow
harmonicznych o czgstoéci @, i N, oscylatorow harmonicznych o czgstosci W, przy
kT >>w,,w,.

Odpowiedz:
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