Wyklad 1

Fizyka ciala stalego — nauka o kwaziczastkach

W nowoczesnej fizyce dualizm fala - czastka jest jednym z podstawowych poje¢. Z tym
pojeciem jesteSmy dobrze zaznajomieni na przykladzie §wiatta. Wiemy, ze z jednej strony
$wiatto jest fala elektromagnetyczna o czestosci V. Swiadcza o tym eksperymenty po
interferencji 1 dyfrakcji $wiatla. Z drugiej strony z doswiadczen, takich jak efekt
fotoelektryczny, efekt Comptona itd., wynika, ze §wiatto sktada si¢ z czastek, ktore nazywamy
fotonami. Fotony sa kwantami pola elektromagnetycznego, a ped P i energia tych kwantow E

sa W sposob prosty powiazane z czestotliwoscia Vi dlugo$cia A =c/v fali

elektromagnetycznej
E=hv ,
_h
p N

Tu h jest stala Plancka.

W krysztatach istnieje wielu pdt fizycznych, ktore, podobnie do pola
elektromagnetycznego, mozemy rozwaza¢ z jednej strony jak fale, a z drugiej strony jako
czastki (Scisle mowiac, jako kwaziczastki). Kwanty tych pél fizycznych otrzymaly swoje
nazwy. Kwanty pola, zwiazanego z falami sprezystymi, nazywamy fononami. Kolektywne
drgania cieplne atomow w krysztatach sa termicznie wzbudzonymi fononami, analogicznie do
termicznie wzbudzonych fotonéw w zréwnowazonym promieniowaniu elektromagnetycznym
ciala doskonale czarnego. Magnony sa to kwaziczastki zwiazane z kolektywnymi drganiami
momentéw magnetycznych atomow, ktore powstaja w magnetycznie uporzadkowanych
krysztatach. Kwanty pola, zwiazanego z drganiami przestrzennymi gazu elektronowego w
metalach nazywamy plazmonami.  Eksytony 1 polarony sa kwantami pola polaryzacji
elektrycznej w dielektrykach 1 potprzewodnikach. Ogdlnie moéwiac, fizyka ciala stalego jest

nauka o kwaziczastkach 1 wazna rol¢ w ich opisie odgrywa pojgcie sieci odwrotne;j.
Sie¢ krystaliczna i sie¢ odwrotna

Podstawowa cecha krysztatdw, w odrdznieniu od innych cial w stanie statym:

amorficznych 1 szklopodobnych, jest wystgpowanie uporzadkowanego i symetrycznego



rozmieszczenia atomoéw w przestrzeni. Kazdy krysztat ma $cisle okreslona struktura
przestrzenna, ktora nosi nazwe sieci krystalicznej. Sie¢ krystaliczna, skladajaca z
nieskonczonej liczby natozonych na siebie komorek elementarnych, charakteryzuje si¢ przede
wszystkim  wystgpowaniem symetrii translacyjnej, czyli wystgpowaniem okresowosci

przestrzennej. Okresowos$¢ przestrzenna krysztatu oznacza, ze dowolna funkcja przestrzenna
S(7) w krysztale (to moze by¢, na przyklad, gesto$¢ tadunku albo potencjal elektrostatyczny

w punkcie okre§lonym przez wektor wodzacy 7 ) musi by¢ funkcja okresowa

fFE+TY=f(F) . (1.1)
We wzorze (1.1) wektor

T(ii) =n,d, +n,d, + n,d, (1.2)
jest wektorem translacji sieci krystalicznej. Wektory d,, d,, d; sa to podstawowe wektory
komorki elementarnej. Przez wektor n oznaczyliSmy po prosu trzy liczby catkowite n,, n,,
n, .

W przypadku jednowymiarowej funkcji okresowej f(x), przedstawionej na rys.1.1

e

T
I-— 73 —"4—— d ——vl x
Rys.1.1. Okresowa jednowymiarowa funkcja f(x)
fx+n=f(x), (1.3)

gdzie t =ma , przy czym m = 0,£1,%2,--- " a jest okresem funkcji.
W analizie matematycznej udowodniono, ze funkcja okresowa f(x) moze by¢

przedstawiona w postaci szeregu Fouriera



f(x)= 2 f, e (1.4)
Tu g, =nl(2m/a) i

f, = lj’f(x) (™ dx (1.5)
a 0

Latwo sprawdzi¢, ze funkcja postaci (1.4) spetnia whasnosc¢ (1.3)
W przypadku funkcji okresowej trojwymiarowej f(7) mozemy rowniez przedstawi¢ ta

funkcjg¢ w postaci szeregu Fouriera

FEY=Y YD S ©xPli(G,%, +q,%, +4333)] (1.6)
m=0n,=0n;=0
gdzie
T T T
4y =M b, 4y =Ny L 43 =Ny L (1.7)
a, d,| 3|
1
1“1”2‘13 - =i(qx; +qX; +q;3x;
f;h"znz :;J‘J‘J‘f(r)@ (1% 92X, %43 3)dV ) (18)
07070

We wzorze (1.8) V' jest objetos¢ komorki elementarnej, a X,,X,,X; sa sktadowe wektora 7

wzdluz osi wspolrzednych pokrywajacych si¢ z podstawowymi wektorami komorki

—

elementarnej a,, a,, d;

L a, d, d,
r=Xx %ﬁ|+x2 %a|+x3%&.| . (19)
1 2 3

Przypomnimy sobie, ze w ogdélnym przypadku ten uklad wspoétrzednych nie jest ukladem
kartezjanskim, czyli (@, [d;) #0 przy i # j .
Latwo tez sprawdzi¢, ze funkcja postaci (1.6) spetnia warunek (1.1).

Znajdziemy teraz taki wektor ¢



g=n b +n, b, +n, b, (1.10)
zeby iloczyn skalarny dwu wektorow (¢ [F) byt rowny

(g F) = q,x, +q,x, +q5x; . (L.11)

- =

We wzorze (1.10) n,, n,, n; sa zndéw trzy liczby catkowite, a wektory I;I,bz,b3 sa na razie
niewiadome wektory. We wzorze (1.11) wielkosci ¢,,9,,¢9; sa okreslone wzorem (1.7).

Przez wektor ¢ wzor (1.6) przyjmie wtedy postaé

1) = ZXZf e (1.6
Korzystajac ze wzorow (1.7) i (1.10) zapiszmy najpierw wektor ¢ w postaci
Eq1|ﬁl|ﬂ;l +q2|c72|ﬂ;2 +q3|c_i3|ﬂ;3) , (1.12)
Obliczymy teraz iloczyn skalarny (¢ [F), biorac pod uwage (1.9) i (1.12)

) e 4 a 4
(q[gf):g_[(ql|al|m)1+q2|a2|ﬂyz+q3|a3|@3)[(x1%+x2%+x3ﬁli|)

1 - - -
:57_{91)61 Ebl Dﬁl)+q2x2 mbz Dﬁ2)'|'q3x3 mb3 [&3)

~ _ - : (1.13)
a - a| - |
+q,x, B U, L, ) + q,x; G— b, L) +q,x, B— b, Ld})
a,)| ;| |
a2| r ﬁ3| r 53| h
+q,x; G Wb, Why) + q,x, G—= LD, L)) + q5x, — b, Ld,)}
3| a1| a2|
Z poréwnania wzorow (1.11) i (1.13) widzimy, ze réwnanie (1.11) bgdzie spetnione, gdy
(b, Gi,) =270, . (1.14)

Tu 9; jest symbolem Kroneckera.



Wektory b, sa w prosty sposob zwiazane z wektorami 4; :

~ - 2. . - 2
1:7[ﬂa2><a3] s 227[U03"611] ) 3:7[ﬂalxaz], (1.15)

gdzie V =a, Qa, X a,] jest objetoscia komorki elementarne;j sieci krystaliczne;.
Zauwazmy, ze wektory l;, maja wymiar (radian / dlugos¢).
Wektory ¢, zdefiniowane rownaniem (1.10), wyznaczaja sie¢ (zbidr punktow), ktorej

podstawowa komorka elementarna rozpigta jest na wektorach 51 , 152, 53 . Sie¢ ta nosi nazwe

sieci odwrotnej. Z weztami sieci krystalicznej (albo sieci rzeczywistej) jednoznacznie zwiazane
jest przestrzenne rozmieszczenie atomoéw danego krysztatu. Z jednoznacznego zwiazku migdzy
siecia rzeczywista i siecia odwrotna wynika, ze obie sieci maja taki sam zbidr elementow
symetrii, a wigc naleza do tej samej grupy symetrii punktowej. Sie¢ odwrotna, jak zobaczymy
poOzniej, jest obrazem dyfrakcyjnym krysztatu. Natomiast sie¢ rzeczywista jest obrazem
mikroskopowym krysztalu, ktory zaobserwowalibySmy przy duzej rozdzielczo$ci mikroskopu.

Przestrzen wektorowa, w ktéra jest zanurzona sie¢ odwrotna, nazywamy przestrzeniq

odwrotng. Warto zwréci¢ uwage, ze wektor falowy k (‘12‘ =2T/\) fali o dlugoéci A jest

wektorem przestrzeni odwrotne;.

Latwo udowodnié, ze objgtos¢ komorki elementarnej sieci odwrotnej wynosi

3
Q=5 Wb, xb)= 2 (1.16)

czyli z doktadnoscia do stalego czynnika, jest rowna odwrotnosci objetosci komorki

elementarnej sieci krystaliczne;j.

Zauwazmy, ze sieci skonstruowane za pomoca wektorow b, i @; sa, w zasadzie,

wzajemnie odwrotne. Kazda z tych sieci mozemy uwaza¢ za sie¢ pierwotna, a pozostata sie¢
za sie¢ odwrotna do niej. Nalezy jednak zawsze pamigtaé, ze sens fizyczny tych sieci jest
zupehie inny.

Mozna wykazaé, ze sieciom prostym Bravais’go wszystkich ukladoéw
krystalograficznych odpowiadaja sieci proste przestrzeni odwrotnej. Dla uktadow rombowego,
tetragonalnego i regularnego siecia odwrotna do sieci Bravaos’go ptasko centrowanej jest sie¢

przestrzennie centrowana i odwrotnie. Sieciom Bravais’go centrowanym w podstawie



odpowiadaja sieci odwrotne, takze centrowane w podstawie. Pomigdzy obrazami
geometrycznymi sieci rzeczywistych i odwrotnych istnieja proste zwiazki (patrz zadania na

koncu wyktadu).
Twierdzenie i funkcje Blocha.

Twierdzenie F.Blocha odgrywa wazna role w fizyce cial krystalicznych. Zgodnie z tym
twierdzeniem wiasne funkcje operatora Hamiltona krysztatu (albo rozwiqzania stacjonarnego

rownania Schrédingera) majq postaé
W) =" ()

gdzie u; () jest funkcja okresowa z okresem sieci krystalicznej:
u (r+T)=u,(r) .

Udowodnimy twierdzenie Blocha i najpierw przypiszemy przesunigciu o wektor
translacji 7 operator translacji T . Dzialanie tego operatora na dowolna funkcje przestrzenna

f(¥) okreslimy wzorem
TOF(F) = f(F+T) . (1.17)

Udowodnimy najpierw, ze operator translacji 7 komutuje z operatorem Hamiltona

(hamiltonianem) krysztatu H (7). Tu pod 7 rozumiemy wspotrzedne elektronéw w krysztale,
albo wychylenia atoméw znajdujacych si¢ w weztach sieci krystalicznej itp.

Z symetrii translacyjnej nieskonczonej sieci krystalicznej wynika, ze jezeli wykonamy
translacje sieciowa o wektor translacji 7', to nie bedziemy w stanie zauwazy¢ tej zmiany, a

zatem z symetrii translacyjnej wynika, ze
HF+T)=H(F) . (1.18)
Niech Y/(7) bedzie funkcja wlasna, a E jest odpowiednie warto$¢ wiasna hamiltonianu H (7)
HEWF) = EY(F) (1.19)
Korzystajac z tozsamosci (1.18) 1 (1.17), ze wzoru (1.19) znajdujemy

HFE+TYWFE +T)= HAOTWE) = EWFE +T) . (1.20)



Dzialajac operatorem translacji 7 na obie strony rownania (1.19) i uwzgledniajac (1.17)

otrzymujemy
THFW(F) = ETY(F) = EWF +T) . (1.21)
Z poréwnania wzorow (1.20) i (1.21) znajdziemy, ze
TH(r)=HF#)T , (1.22)
czyli udowodnili$my, ze operatory 7 i H(7) komutuja ze soba.

Z mechaniki kwantowej wiadomo, ze komutujace operatory posiadaja jednakowe

funkcje wiasne. A zatem, dla operatora translacji 7 mozemy zapisa¢
Ty(F) = (W) - (1.23)

Tu #(T) jest warto$é whasna operatora translacji 7.

Znajdziemy teraz wartoSci wlasne operatora 7. Biorac pod uwage wzor (1.17),

zapiszmy wzor (1.23) w postaci
WFE+T) =t(TWY(F) . (1.24)
W mechanice kwantowej funkcje falowe Y/(7) powinny spetia¢ warunek normalizacji
[w"Ewpdr =1 (1.25)
Po podstawieniu (1.24) do wzoru (1.25) otrzymujemy

(o) =1. (1.26)

Rownos¢ ta jest spelniona, gdy
«(T) = exp[i OF(T)] (1.27)

Tu f (T) jest niewiadoma na razie skalarna funkcja rzeczywista.

Z okreslenia operatora translacji (1.17) i uwzglednienia wzoréw (1.24) i (1.27) wynika,

zZe

0,1, ) =G +T,+T,) =" Y (F) . (1.28)
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Tu Tl iT , sa dwa dowolne wektory translacji, a 7:1 iT , sa odpowiedni im operatory translacji.

Z drugiej strony, zgodnie z (1.23)
7,7 (7)) = "™ Wy ()
Z poréwnania (1.28) 1 (1.29) wynika, ze

o T+T) = GO (D))

Skad otrzymujemy
ST +T) = [T+ [(T) -
Warunek (1.31) spehia tylko funkcja liniowa
S)=kIT,
gdzie  jest dowolnym wektorem sieci odwrotne;.
Uwzgledniajac wzory (1.27) 1 (1.32) rownanie (1.23) mozemy zapisa¢ w postaci
TY(F) =Y +T) =" Y(F) -

Zdefiniujmy teraz funkcje

u (F)=e™" W(F) .
Ze wzoru (1.34) wynika wazna wiasno$¢ funkcji u; () :

up,. (F) = e e () = e G (7)

Latwo udowodnié, ze funkcje (1.34) sa funkcjami okresowymi, czyli

T (Fy=u (F+T)=u.(F) .

(1.29)

(1.30)

(1.31)

(1.32)

(1.33)

(1.34)

(1.35)

(1.36)

Istotnie, dzialajac operatorem translacji 7 na obie strony rownania (1.34) i biorac pod uwage

wzor (1.33) otrzymujemy

f Elt]; (77) = f[e—im m,(]—;)] — e—i/€|1]7+f) m,(]—; + f) — e—iEKJF+f) Q?ﬂ;jl[l(l_;) = U, (17) .

Ze wzoru (1.34) wynika, ze wlasne funkcje operatora Hamiltona krysztatu (albo rozwigzania

stacjonarnego roéwnania Schrodingera) maja postaé

11



W(F) =" T (7) (1.37)

gdzie u; (r) jest funkcja okresowa z okresem sieci krystalicznej.

A zatem udowodnilismy twierdzenie F.Blocha. Funkcje okreslone za pomoca wzoru

(1.37) nosza nazwe funkcji Blocha.
Strefy Brillouina i komérka Wignera — Seitza

Ze wzoru (1.37) wynika, ze kazda funkcje wilasna hamiltonianu krysztalu mozemy
numerowaé poshugujac wektorom falowym k. We wzorze (1.37) wektor falowy f moze
przyjmowaé dowolne warto$ci. Jednak fatwo przekona¢ sig, ze wystepujacy w (1.37) wektor
falowy k jest okreslony z doktadnoscia do dowolnego wektora sieci odwrotnej ¢ . Istotnie,

opierajac si¢ na wzorze (1.35) otrzymujemy

Y, (F) =upe"” =u e @ =y, ()T =g, () (1.38)
Ze wzoru (1.38) wynika, ze kazdy ze standéw wihasnych hamiltonianu moze by¢ okreslony nie
jednym wektorem falowym, a catym zbiorem mozliwych wektorow falowych, rézniacych si¢
od siebie o wektory translacji sieci odwrotnej. Oczywiscie, ze ten zbior mozliwych wektoréw
falowych okresla ta sama funkcje falowa. (Z podobna niejednoznacznoscia spotykamy sig, na
przyktad, okreslajac potozenie punktu w uktadzie wspotrzednych kulistych: wspotrzedne
(r,6,0) oraz wspotrzedne (r,0+2Tn,¢ £21Tm), gdzie n,m =123... okreslaja poloZzenie
tego samego punktu). Dla tego, zeby wyeliminowac ta niejednoznacznos¢ okreslenia stanu
wilasnego hamiltonianu zostala wprowadzona procedura zrozumie¢ ktéra tatwej rozwazajac

przypadek sieci jednowymiarowej
Wx+1)=e""Y(x) . (1.39)

Tu t =ma i a - okres sieci rzeczywistej jednowymiarowe;.
W tym przypadku analogiem sieci odwrotnej jest zbior weztéw, okreslonych wzorem

(rys.1.2)

g, =ndT  n=0x1£2,.... (1.40)
a

12
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Rys.1.2. Sie¢ odwrotna w przypadku jednowymiarowym

Zgodnie z (1.38), danemu stanowi mozemy przypisa¢ dowolna liczbg falowa ze zbioru

H:qn+k:nﬁ5+k. (1.41)
a

Chcac, jednoznacznie przypisa¢ danemu stanowi jedna liczbg falowa, bedziemy wybierali
sposrod mozliwych wartosci liczb falowych, okreslonych rownaniem (1.41), mozliwie
najmniejsze k. Latwo widzie¢ z rys.1.2, ze mozliwie najmniejsze wartosSci liczby falowej &

leza w przedziale

YT (1.42)

Okreslony w taki sposob przedzial mozliwych wartosSci liczby falowej & nosi nazwe pierwszej

strefy Brillouina jednowymiarowej sieci.
W przypadku dwuwymiarowym i tréjwymiarowym postepujemy w podobny sposob -
wektor falowy k wybieramy tak, aby lezal on tak blisko poczatku uktadu wspotrzednych, jak

tylko jest to mozliwe. Przedziat mozliwych wektoréw falowych k dla dwuwymiarowej sieci

odwrotnej jest przedstawiony na rys.1.3.
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Rys.1.3. Komoérka Wignera - Seitza dla sieci dwuwymiarowe;

Z rys.1.3 widaé, ze obszar mozliwych wektorow falowych & jest ograniczony sze$ciokatem,
zawierajacym jeden wezel sieci odwrotnej, potozony w srodku. Tak zbudowana komorka nosi

nazwe¢ w krystalografii komorki Wignera - Seitza. W fizyce ciala statego komoérka Wignera -

Seitza sieci odwrotnej, zawierajaca wszystkie mozliwe wektory falowe k, nazywa sig
pierwszq strefq Brillouina. Pierwsza strefa Brillouina (albo komorka Wignera - Seitza sieci
odwrotnej) konstruuje si¢ w nastgpujacy sposob. Z dowolnego wezta sieci odwrotnej
wykreslamy odcinki faczace go z najblizszymi weztami. Nastepne przez $rodki tych odcinkow
przeprowadzamy plaszczyzny prostopadte do odcinkow. Zbior otrzymanych plaszczyzn
wydziela pewna czg$¢ przestrzeni wokdt wybranego wezta, ktora 1 jest pierwsza strefa
Brillouina. Ogolnie jest ona wielo$cianem, zawierajacym jeden wezel sieci odwrotnej. Mozna
wykaza¢, ze w odroznieniu od zwyklej komorki elementarnej, ktéra jest rownolegloscianem,
komorka Wignera - Seitza zawiera pelna informacje o elementach symetrii krysztatu

zwiazanych z obrotami i odbiciami.

Zadania do Wyktadu 1

1.1. Udowodni¢, ze funkcja postaci (1.4) ma whasnosc¢ (1.3).

1.2. Udowodnié, ze funkcja postaci (1.6) ma wlasnos¢ (1.1).

1.3. Wykaza¢, ze zwiazki migdzy wektorami l;i sieci odwrotnej i wektorami @; sieci proste;
(krystalicznej) sa okreslone wzorami (1.15).

1.4. Wykaza¢, ze objgtos¢ komorki elementarnej sieci odwrotnej wynosi

a 3
Q=5 Wb, xb)= 2
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1.5. Wykaza¢, ze sie¢ odwrotna do sieci regularnej centrowanej przestrzennie jest siecia
regularng centrowana powierzchniowo i na odwrot.

1.6. Wykaza¢, Ze sieciom prostym Bravais’go wszystkich uktadow krystalograficznych
odpowiadaja sieci proste przestrzeni odwrotne;.

1.7. Wykaza¢, ze dla ukladu rombowego siecia odwrotna do sieci Bravaos’go ptasko
centrowanej jest sie¢ przestrzennie centrowana i odwrotnie.

1.8. Wykaza¢, ze sieciom Bravais’go centrowanym w podstawie odpowiadaja sieci odwrotne,

takze centrowane w podstawie.

1.9. Udowodni¢, ze kazdy wektor sieci odwrotnej ¢ =n, [b, +n, [b, +n, b, jest prostopadty
do zbioru plaszczyzn krystalograficznych okreslonego wskaznikami Millera (7,,7,,75).
1.10. Wykaza¢, ze odlegtos¢ d(n,,n,,n;) miedzy sasiednimi rownoleglymi plaszczyznami ze

zbioru plaszczyzn okreslonego wskaznikami Millera ( #,,7,,7; ) wynosi

21T

d(l’ll,l’lz,l’l3) = .
q(n15n2’n3)

Tu q(n,,n,,n;) jest dlugoécia wektora sieci odwrotnej § = n, b, +n, (b, +n, [b, .

1.11. Narysowa¢ komorke Wignera — Seitza dla sieci krystalicznej regularnej przestrzennie
centrowangj.
1.12. Narysowa¢ komorke Wignera — Seitza dla sieci krystalicznej regularnej powierzchniowo

centrowane;j.
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