Wyklad 8

Struktura pasmowa cial stalych

W odréznieniu od atomow i molekut struktura pozioméw energetycznych elektronow
w ciatach stalych ma postaé pasm. Istnienie w ciele stalym pasm energetycznych daje
mozliwos¢ wytlumaczy¢ podziat cial stalych na metali, potprzewodniki i izolatory.

Mechanizm powstawania pasm energetycznych mozna zrozumie¢ na podstawie prostych

rozumowan. Przy omawianiu wigzania kowalencyjnego w molekule /, zlozonej z dwoch

atomow wodoru, widzieliSmy, ze energetyczny stan podstawowy FH, sktada si¢ z dwoch
poziomoOw energetycznych, ktoére powstaja z dwoch poziomoéw ls pojedynczych atomow
wodoru w wyniku oddziatywania elektronéw ls z jadrami atomoé6w wodoru oraz migdzy soba.
Mozna udowodnié, ze w przypadku uktadu ztozonego z N atomdéw wodoru energetyczny
stan podstawowy bedzie skladat si¢ z N blisko siebie polozonych dyskretnych poziomow.
Poniewaz w ciele statym N = 10%, zbiér z N blisko siebie potozonych dyskretnych

poziomow tworzy prawie ciggly zbior, ktory nazywamy pasmem.
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Rys.8.1 Schemat powstawania energetycznych pasm w ciele statym
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Ogodlnie, zblizanie do siebie N jednakowych atoméw na odleglo$é, przy ktorej
funkcje falowe ich elektronéw zaczynaja zachodzi¢ na siebie, prowadzi do powstawania
pasma zlozonego z N blisko siebie potozonych dyskretnych pozioméw (rys.8.1).

Dla uwzglednienia oddziatywan elektronow miedzy soba i z jonami sieci krystalicznej
stosujg szereg roznych przyblizen. W przyblizeniu silnego (albo ciasnego) wigzania zaktada
si¢, ze energia wigzania elektronow w atomie jest znacznie wigksza od energii wigzania
mi¢dzyatomowego. Wskutek tego elektrony sa silnie zlokalizowane w sieci 1 w duzym
stopniu zachowuja wilasnosci, ktére mialy w atomach swobodnych. Przyblizenie silnego
wigzania dobrze opisuje zachowanie w ciatach statych elektronéw powlok wewnetrznych
atomow. Elektrony powtok zewnetrznych sg stabo zwigzane z jadrami atomow i dla tych
elektronow walencyjnych dobrym przyblizeniem jest przyblizenie stabego wigzania. W
przyblizeniu stabego wigzania elektron jest traktowany jak prawie swobodny elektron

poruszajacy si¢ w stabym okresowym pole elektrycznym sieci krystaliczne;.
Przewodniki, izolatory, pélprzewodniki

Oddziatywania miedzy N atomami jednego rodzaju w krysztale powoduja, ze poziom

energetyczny E; swobodnego atomu rozszczepi si¢ na N standw (rys.8.1). Stany te tworzg
kwaziciagle pasmo, ktore, zgodnie z zasada Pauliego, moga zosta¢ obsadzone przez 2N
elektronow. W zaleznos$ci od tego jak sg obsadzone poziomy réznych pasm, wszystkie ciata
state mozna podzieli¢ na przewodniki, izolatory i potprzewodniki.

Rozwazmy dwa pasma ciata stalego (rys.8.2). Pasmo dolne jest zbudowane z
elektronow znajdujacych si¢ na zewngtrznych — walencyjnych powlokach atoméw. To pasmo
nazywa si¢ pasmem walencyjnym. Pasmo lezace powyzej pasma walencyjnego nazywamy

pasmem przewodnictwa.

Oznaczmy gorng warto$¢ energii pasma walencyjnego przez E) , a dolng warto§¢

energii pasma przewodnictwa oznaczmy przez E.. Jezeli pasmo przewodnictwa jest

czesciowo obsadzone przez elektrony, to cialo stale jest przewodnikiem. Zewnetrzne pole
elektryczne wywoluje przejscia elektrondéw na swobodne poziome energetyczne w pasmie
przewodnictwa 1 w ciele bedzie plynat prad. Jezeli pasmo walencyjne jest catkowicie
zapelnione, a w pasmie przewodnictwa brak swobodnych elektronéw, to mamy do czynienia
z izolatorem. Bez wzbudzenia zewnetrznego (ogrzewanie probki, napromieniowanie,

wprowadzenie domieszek 1 td.) izolator nie bedzie przewodzit pradu elektrycznego.

79



Pasma energetyczne
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Rys. 8.2. Przewodniki, izolatory, polprzewodniki

Sposrod przewodnikéw 1 izolatoréw szczegdlne miejsce zajmuja pOlprzewodniki.
Umownie przyjeto uwaza¢ za poiprzewodniki substancje w ktorych szerokos¢ pasma
wzbronionego jest mniejsza niz AE = E. - E, < 3eV . Za izolatory uwaza sie¢ substancje w

ktorych szerokos$¢ pasma wzbronionego jest wieksza od el .
Zjawiska transportu w cialach stalych

Wiele waznych zjawisk w ciatach stalych, takich jak przewodnictwo cieplne albo
przewodnictwo elektryczne, dyfuzja czasteczek (atomoéw) itd. jest zwigzane z ruchem
elektronow, czasteczek (jonow) w ciele stalym. Zaczniemy rozwazanie tych zjawisk

transportu z przewodnictwa cieplnego.

Cieplne wlasciwosci krysztalow. Prawo Dulonga — Petita. Model Einsteina.

Statystyka Bosego — Einsteina

W roku 1819 francuscy fizycy P.Dulong i A.Petita wykryli, ze w temperaturach
pokojowych (i wyzszych) molowe cieplo wlasciwe cial statych nie zalezy od temperatury i
dla wszystkich cial jest réwne C, = 3R. Tu R= N,k jest stala gazowa, k - stala
Boltzmanna,; N, - liczba Avogadra. Prawo Dulonga — Petita znajduje proste objasnienic w
ramach uproszczonego modelu Finsteina drgan sieci krystalicznej. Zgodnie z tym modelem
energia sprezysta krysztalu zawierajagcego N atomoéw sktada si¢ z energii 3N normalnych

drgan — fonondw, o tej samej czestosci @ . Energig kazdego z fononéw okreslona jest wzorem

dla oscylatora harmonicznego

E = ho(n+ %) . (8.1)
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Poniewaz mamy do czynienia z zespolem takich samych fononéw, nie mozemy

jednoznacznie powiedzie¢, ktory z fononow znajduje sie w okre$lonym stanie o energii £, .
Zamiast tego mozemy tylko okresli¢ prawdopodobienstwo P, znalezienia oscylatora w stanie
E,. W mechanice statystycznej udowodniono, ze prawdopodobienstwo tego, ze energia

oscylatora wynosi E, jest dane rozktadem Boltzmanna (znanym takze jako rozktad

kanoniczny)
p=Leair (8.2)

Tu T - temperatura krysztatu, a Z jest tak zwana suma statystyczna:
z=zy et (8.3)

Suma statystyczna odgrywa wazng role w fizyce statystycznej, poniewaz wiele wielko$ci
statystycznych w prosty sposoéb wyraza si¢ przez sume statystyczng. Na przyktad $rednia

warto$¢ energii oscylatora, okreslona wzorem
- ﬁEn
Z E.e
n

-5, (8.4)
(5)= 5

gdzie B = 1/kT , moze by¢ zapisana, przez sume statystyczna, w postaci
d
E)z=-—InZ
()= -7 gz (8.5)

Przed tym jak znalez¢ $rednig energia oscylatora harmonicznego, zauwazmy, ze ze wzoru

(8.1) wynika, iz $rednia energia oscylatora wynosi

(E)= ho (%+ (n)) . (8.6)
Tu
Z nle P&
- (87)
()=

jest wartos¢ oczekiwanej liczby kwantowej 7 oscylatora bedacego w rownowadze termicznej
w temperaturze 7.

Obliczymy teraz $rednig energia jednego oscylatora, korzystajac ze wzoru (8.3):

© ‘710)[3/2

_ -Bho (n+1/2) - €
Z = ,,Zoe T (8.8)
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Tu skorzystaliémy ze wzoru na sume postepu geometrycznego: S, = Z q =

Po podstawieniu (8.8) do (8.5) otrzymujemy
d 1 1
E)yz=-—InZ=ho(=+ ———
(E) i Gt Zw ) - (8.9)

Poréwnujac wzory (8.6) 1 (8.9) znajdujemy nastepujacy wzor na warto$¢ oczekiwanej liczby

kwantowej <n> oscylatora

1

<n> - T ] (8.10)

Ze wzoru (8.10) wynika, ze przy 7' - 0 mamy <n> - 0. Natomiast, przy AT >> iw mamy

<n> - ©  Rozktad (8.10) okreslajacy $rednig liczbe czastek w danym stanie, gdy nie istnieja
ograniczenia na tg liczbe, nosi nazwe rozktadu (albo statystyki) Bosego — Einsteina. Czastki
podlegajace statystyce Bosego — FEinsteina nazywamy bozonami. Z mechaniki kwantowej
wiemy, ze wszystkie czastki o catkowitym spinie sg bozonami. Wigc termicznie wzbudzony
gaz fononow jest przyktadem idealnego gazu bozondw.

Zastosujemy teraz wzor (8.10) do obliczenia ciepta wilasciwego gazu fononow.
Rozwazmy najpierw przypadek bardzo wysokich temperatur (k7 >> 7w ). W temperaturach

ho / kT

wysokich e = 14 ho /kT , a zatem $rednia liczba fonondw jest rowna: (n) = kT/hw >> 1

Po podstawieniu tego wyniku do (8.6) otrzymujemy, ze $rednia energia jednego oscylatora
wynosi (E)* kT | a dla uktadu 3N oscylatorow - U = 3N(E) = 3NkT . Poniewaz pojemnosé

cieplna C, przy stalej objetosci ciata jest okreslona wzorem

U
C, = —, 8.11
otrzymujemy
C, = 3Nk . (8.12)

Dla jednego mola substancji liczba N jest rowna liczbie Avogadra N ,,a N k= R, gdzie R

- stata gazowa. Wiec dla jednego mola substancji ze wzoru (8.12) otrzymujemy
C, = 3R, (8.13)

co jest zgodne z prawem Dulonga — Petita.
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Z doswiadczen wynika, jednak, ze w niskich temperaturach (rzedu kilkanascie
Kelwindéw) C, staje sie zaleze¢ od temperatury (rys.8.3), bedac proporcjonalng do 772, przy
czym wspotczynnik proporcjonalnosci zalezy od budowy ciata.

Rozwazmy teraz przypadek bardzo niskich (k7 << Aw ) temperatur. Pomijajac we

wzorze (8.10) w mianowniku jedynke, ze wzoru (8.9) mamy

(E)=

ho + ho De ™ (8.14)

N | —

Korzystajac ze wzoru (8.14) dla molarnej pojemnosci cieplnej — ciepta wlasciwego,

otrzymujemy
d(3N (E)) ho
C, = — 1= 3RH—H O™ M /4T (8.15)
dT 0kT 0
1,0
3 osh
| 1 1 |
0 0,5 1,0 15 2,0
Yo

Rys.8.3. Zaleznos¢ sieciowego ciepta wlasciwego od temperatury

Latwo udowodni¢, ze C, zmierza do zera, gdy temperatura dazy do zera. Zbiezno$¢ ta jest
jednak silniejsza niz doswiadczalna. Nie zgodno$s¢ modelu Einsteina z danymi
doswiadczalnymi przy niskich temperaturach wynika z zatozenia jednakowej czestosci drgan
fononow. Jest to dobre zalozenie dla fonondéw optycznych, ktére sa wzbudzone przy

wysokich temperaturach. Z tego mamy zgodnos$¢ teorii 1 eksperymentu przy wysokich
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temperaturach. Przy niskich temperaturach natomiast sg wzbudzone przede wszystkim tak
zwane fonony akustyczne, majace mniejszg energi¢. Czestosci drgan fonondéw akustycznych
leza w znacznie szerszym zakresie, a zatem zatozenie jednakowej czestosci drgan fonondow

przy niskich temperaturach Zle opisuje rzeczywistos¢.
Model Debye’a. Widmo drgan sieci krystalicznej

Debye udoskonalit model Einsteina zaktadajac, ze:

* czesto$ci drgan fonondw sg proporcjonalne do warto$ci wektora falowego
0= ulk. (8.16)

Zatozenie to jest zadowalajace tylko przy bardzo niskich temperaturach, dla ktorych

wzbudzone s tylko dlugofalowe fonony (£ - 0);

» jednemu wektorowi falowemu odpowiadaja trzy fonony, spolaryzowane we wzajemnie
prostopadtych kierunkach. Predkosci U fonondw obu typow polaryzacji moga by¢ rozne.

Nawet przy tych upraszczajacych zatozeniach obliczenie $redniej energii drgan sieci

(E)=Y ho (1?)H%+ L (8.17)

A D ehw(k)/kT _ ID

jest procedurg praktycznie niewykonalng. Dla obliczenia (8.17) Debye sprowadzil sumowanie

w (8.17) do catkowania, wprowadzajac widmo drgan sieci D(W)

(E)= I%D(a) )do | (8.18)

Tu pominelismy w (8.17) mato znaczacg energi¢ drgan zerowych.
Obliczenie funkcji gestosci standw D(@) wymaga catkowitego rozwigzania rownah

ruchu dla drgaf sieci krystalicznej. Bardzo przyblizong formute na widmo D(@ ) znajdujemy,

jezeli w $lad za Debyem przyjmiemy, ze pierwszq strefe Brillouina, ktora ogranicza obszar

dozwolonych wartoSci wektora falowego k , mozemy zastqpic¢ kulg o takiej samej objetosci.

Promien kuli Debye'a obliczymy nastgpujaco. W pierwszej strefie Brillouina istnieje

doktadnie N dozwolonych wektorow falowych k , gdzie N - liczba komérek elementarnych
w krysztale. Objetosé pierwszej strefy Brillouina wynosi Q = 87°/V, = (81° /V)IN , gdzie
Vy objetos¢ komorki elementarnej; ¥ - objetos$¢ krysztatu. A zatem, w strefie Brillouina

wektory falowe % sa roztozone z gestoscia p = N/Q = V/(81°). Zaktadajac, ze dla kuli
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Debye'a wektory falowe k s3 rozlozone z taka sama gestoscia, a catkowita liczba

dozwolonych wektoréw wynosi N, dla okreSlenia promienia kuli Debye'a &k, otrzymujemy

réwnanie
V14
N: ot 8.19
8”3 D3 DD ( )
Skad
) 1/3
k, - Eiﬁ E , (8.20)
0

Znajdziemy teraz liczbe dn wektoréw falowych, dhugosci ktérych lezg w przedziale

(k,k+ dk). Podzielimy kule Debaye'a na warstwy sferyczne o grubosci dk. Objetosc
warstwy o promieniu k i grubosci dk jest rowna dV = d(4nk’/3)= 4nk’dk . Poniewaz
objetos¢ kuli Debye'a wynosi (471 k) / 3) , to liczba dn wektorow falowych, dlugosci ktérych

lezg w przedziale (k,k + dk) jest rowna

= ank*dk 3k’ 821)
(4nk) /3) Kk ’
Zgodnie z zalozeniem (8.16), znajdujemy
W 2
2 -
Kdk= —5do (8.22)
a zatem
) 3w’
dnz= D)dw = —-do . (8.23)
W D
Tu
W, = vk, (8.24)
nosi nazw¢ czestosci Debye'a 1 jest to maksymalna czgstos¢ drgan cieplnych.
Wprowadzajac pojecie temperatury Debye'a
hw
T, = kD (8.25)

1 biorac pod uwage (8.23), zapiszmy wzor (8.18) w postaci
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_3kTY Y X
<E>' (th)s '[)ex-l

(8.26)

Tux=hw /kT,a x,=ho,/kT=T,/T.
Analityczne obliczenie catki mozliwe jest tylko w przypadku bardzo wysokich, albo bardzo
niskich temperatur. Dla posrednich wartosci temperatur warto$¢ tej calki jest podana w

tablicach funkcji specjalnych.
W przypadku bardzo wysokich temperatur k7 >> A0 ,, czyli T >> T,, przedzial
catkowania jest bardzo maly i na calej jego dhugosci jest sluszne przyblizenie: e* = 1+ x .

Wtedy ze wzoru (8.26) otrzymujemy

3(kT)* x),
(E)= —(h(w ))3 % kT, (8.27)

co pokrywa si¢ ze wzorem otrzymanym przez nas dla modelu Einsteina.
W przypadku bardzo niskich temperatur k7 << 7w ,,, czyli T << T, , gorny przedziat

catkowania mozemy przesung¢ do nieskonczonosci. Wtedy ze wzoru (8.26) otrzymujemy

4 4 4 4
<E>= 3(kT) noo_n kDT—

. 8.28
(hw ) 15 5 T, (8.28)
Tu uwzglednilismy, ze Ix%ix/(ex -=n*/15,
0
Dla uktadu 3N, oscylatorow energia $rednia wynosi
3N kn* T*
U=3N,(E)= ——— | (8.29)
5 T
skad dla ciepta wlasciwego otrzymujemy
3
au _12n* T
C, = —= N kH—4 . (8.30)
dT 5 S

Otrzymana proporcjonalno$¢ przy niskich temperaturach C, do 73 jest zgodna z danymi
doswiadczalnymi i ten wynik jest jednym z najwazniejszych sukcesow wczesnej fizyki ciata

statego.
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Zadania do Wyktadu 8

8.1. a) Udowodni¢, ze krysztal ztozony z atomoéw litu jest przewodnikiem. b)
Konfiguracja elektronowa amonu berylu jest 1s>2s”. Jak wytlumaczy¢, ze krysztat ztozony z

atomow berylu jest metalem.

8.2. Wyprowadzi¢ wzory na funkcj¢ gestosci stanéw dla tancucha jednoatomowego
zaktadajac, ze w = U Uk . Okresli¢ czestotliwosé Debye'a.

8.3. Korzystajac z wynikow zadania 8.2 wyprowadzi¢ wzdér na molowe ciepto

wlasciwe.
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