Wyklad §

Komorka elementarna. Sieci Bravais’go

Doskonaty krysztat sktada si¢ z atomoéw (jonow, czasteczek) uporzadkowanych w
sieci krystalicznej opisanej przez trzy podstawowe wektory translacji d, b, ¢, tak ze uktad
atomOw pozostaje nie zmieniony bez wzgledu na to, czy ,,obserwujemy” go z punktu

okreslonego wektorem 7, czy z punktu okre§lonego wektorem 7’

, (5.1
gdzie n,, n,, ny s3 dowolnymi liczbami catkowitymi : #,,7,,n; = 0t 1,2,

Wektor 7 = nd+ nb+ n,¢ nosi nazwe wektora translacji krysztatu, a wlasciwosé

sieci krystalicznej pokrywac si¢ z soba przy przeksztalceniach translacji nazywamy
translacyjng symetrig krysztatdbw. Wektory translacji 7 tworzg grupe, ktora nosi nazwe grupy

translacyjnej.

+
B

Rys.5.1. Pig¢ mozliwych sieci Bravais’go w dwoch wymiarach

Zbiér punktéw polozenie ktérych jest okreslono zaleznoscig (5.1) dla wszystkich

wartos$ci liczb n,, n,, n; definiuje sie¢ krystaliczng, ktdra nosi nazwe sieci Bravais’go. Sie¢
krystaliczna jest regularnym i okresowym uktadem punktow (wezldw sieci) w przestrzeni.

Sie¢ krystaliczna jest abstrakcja matematyczng. Z rzeczywistg strukturg krystaliczng mamy do
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czynienia wtedy, gdy baza atomow jest przyporzadkowana jednoznacznie do kazdego wezta
sieci. Baza ma zawsze dla kazdego wezla sieci ten sam sktad chemiczny, uktad 1 orientacje.

W przypadku sieci dwuwymiarowej istnieje tylko pie¢ réznych sieci Bravais’go (rys.
5.1): 1 — sie¢ wezly ktorej znajdujg sie¢ w wierzchotkach kwadratow; 2 - sie¢ wezty ktorej
znajduja si¢ w wierzchotkach prostokatow; 3 - sie¢ wezty ktorej znajduja si¢ w wierzchotkach
rownolegtobokow; 4 - sie¢ wezly ktorej tworza tancuchy 1 jeden lancuch jest przesuniety
wzgledem drugiego o potowe wektora translacji; 5 - sie¢ wezly ktorej znajdujg sie w
wierzchotkach rombow.

Rownolegloécian opisany przez podstawowe wektory translacji @, b, ¢ nazywamy

komorkq elementarng (rys.5.2).

A

Rys. 5.2. Komorka elementarna

W 1850 roku August Bravais udowodnil, ze symetria translacyjna krysztatow, oraz
symetria grup punktowych morfologii krysztaléw wymagajg istnienie tylko 14 réznych sieci
krystalicznych i odpowiednio 14 typéw komorek elementarnych (rys.5.3).

Wyrdznia si¢ proste (symbol P) (prymitywne), centrowane w podstawie (symbol C),
centrowane przestrzennie (symbol I) i plasko centrowane (symbol F) sieci Bravais’go. Jezeli
wezty sieci krystalicznej znajdujg si¢ tylko w wierzchotkach komorki elementarnej, to sie¢
jest prosta. Jezeli oprocz tego wezty znajduja sie w Srodkach podstaw komorki elementarne;,
to sie¢ nazywa si¢ centrowang w podstawie. Jezeli oprocz wierzchotkéw wezet znajduje si¢ w
miejscu przecigcia si¢ przestrzennych przekatnych komorki elementarnej - sie¢ nazywa si¢
centrowang przestrzennie, a jezeli w §rodkach wszystkich $cian, to sie¢ nosi nazwe ptasko

centrowanej.
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Rys.5.3. Czternastu roznych komoérek elementarnych Bravais’go
Przestrzenne elementy symetrii

W budowie wewngtrznej krysztatlow oprdocz translacji i elementow symetrii (4.3)

wystepujacych w morfologii krysztatlow pojawia si¢ dodatkowe elementy symetrii -
plaszczyzny slizgowe i osie srubowe.
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1. Plaszczyzny slizgowe powstaja w wyniku sprzezenia plaszczyzny symetrii oraz
translacji. Przeksztalcenie symetryczne wzgledem ptaszczyzny Slizgowej sktada sie¢ z dwu
kolejnych po sobie operacji: odbicie wzgledem plaszczyzny i translacji w plaszczyznie
rownoleglej do plaszczyzny symetrii (rys.5.4). Ze wzgledu na kierunek 1 warto$¢ translacji
rozroznia si¢ trzy rodzaje ptaszczyzn §lizgowych: plaszczyzny slizgowe osiowe (symbole - @,
b albo ¢) - wektor translacji wynosi 1/2 jednego z wektoréow translacji d, b, C;
plaszczyzny slizgowe diagonalne (symbol - 7 ) - wektor translacji jest rowny sumie dwoéch
wektorow z trojki: /2, p/2, ¢/2; plaszczyzny slizgowe diamentowe (symbol - d ) - wektor
translacji jest suma dwoch albo trzech wektorow z trojki: /4, b/4, ¢/4.

2. Osie srubowe powstaja w wyniku sprzgzenia translacji z osiami symetrii.
Przeksztalcenie symetryczne wzgledem osi srubowej sktada si¢ z dwu kolejnych po sobie
operacji geometrycznych : obrotu dookota osi i translacji réwnolegtej do tej osi (rys.5.4).

Symbol osi $rubowej zawiera symbol krotno$ci osi symetrii oraz indeks, ktory wskazuje o

jaka wartos$¢ okresu translacyjnego dokonuje si¢ translacja.

A IE]

L o—20

Rys.5.4. Plaszczyzna poslizgowa @ (z lewej strony) i 0§ Srubowa 4, (z prawe;j strony)

Na przyklad przeksztalcenie wzgledem osi Srubowej 4, sktada sie z obrotu o kat 90°
wokot prostej okreslajacej kierunek osi i translacji o (2/4)Uf = 1/2 wzdhuz tej osi (tu ¢ —
warto$¢ wektora translacji sieci wzdluz osi symetrii). Rozrdznia si¢ osie Srubowe prawe i

lewe. Dla osi srubowej prawej obrot wokot osi jest zgodny z kierunkiem ruchu wskazowki

zegara, natomiast dla osi $rubowej lewej obrét dookota osi wykonujemy w kierunku
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przeciwnym. Mozna wykazac, ze dla kazdej osi §rubowej prawej istnieje rownowazna do niej
o$ Srubowa lewa, a wigc przy okresleniu symetrii wewnetrznej budowy krysztalow mozemy
stosowac tylko osie srubowe prawe, albo osie srubowe lewe.

Przestrzenne przeksztalcenia symetryczne mozna przedstawi¢ réwniez w sposob
analityczny, biorac pod uwage, ze osi srubowe i plaszczyzny §lizgowe powstaja w wyniku
sprzezenia translacji z elementami symetrii grup punktowych: osiami 1 ptaszczyznami
symetrii. W ogolnym przypadku przestrzenne przeksztatcenia symetryczne mozna zapisaé w

postaci

- /
/, Z 0yx; = x (5.2)
J

Tu @5 =0, sa elementami reprezentacji macierzowej punktowego elementu symetrii, a #; (

i=123) s3 utamkowymi (1/2, 1/3, 2/3, 1/4, 3/4, 1/6, 5/6) sktadowymi wektora

translacji 7 . Ze wzoru (5.2) wynika, ze kazde przestrzenne przeksztalcenie symetryczne moze

byé przedstawiono za pomoca odpowiedniej czterowymiarowej macierzy symetrii [0,;] (

0. =1234)
(5.3)

Macierz [b,5 ] nazywamy reprezentacjg macierzowq przestrzennego elementu symetrii.

Grupy przestrzenne

Podobnie do punktowych grup symetrii rézne dopuszczalne kombinacje elementow
symetrii punktowych grup 1 nowych elementdéw symetrii (translacji, osie $rubowe,
plaszczyzny S$lizgowe) tworza grupy przestrzenne, ktore okres§laja symetrie¢ wewngtrznej
budowy ciatl krystalicznych. Analiz¢ grup przestrzennych przeprowadzili niezaleznie od
siebie Artur Schoenflies i Jewgraf Fiodorow w latach 1890 - 1894, stwierdzajac, ze jest ich
230.

Przestrzenna grupe charakteryzuje nie tylko zbior wszystkich mozliwych elementow
symetrii grupy, lecz rowniez liczba punktoéw symetrycznie rdwnowaznych w komorce
elementarnej. Zespolem punktéw (pozycji) rownowaznych nazywamy zbidr punktéw w

komorce elementarnej potozenia ktorych sg zwigzane migdzy sobg wystepujacymi w komorce
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elementami symetrii. Rozr6zniaja pozycje ogolng i szczegolng. Punkt nie lezacy na zadnym z
elementéw symetrii ma pozycje ogolng. Punkt taki, przeksztalcony symetryczne wzglgdem
wystepujacych w komorce elementoéw symetrii daje ogdlny zespdt pozycji réwnowaznych.
Jezeli punkt lezy na elemencie symetrii, to ma on pozycje szczegdlna, a zespot
rownowaznych punktéw nosi nazwe zespotu pozycji szczegdlnych. Reguty zapisu symbolu

grupy przestrzennej podano w tabeli 5.1.

Tabela 5.1. Reguty zapisu symbolu grupy przestrzennej

Uktad Potozenie w symbole
Krystalograficzny 1 2 3 4
Trojskosny Obecny element - -
Symetrii
Jednoskosny Os 2 albo - -
inwersyjna o$ 2 -
krotna, oraz m 1 2

Rombowy Rodzaj Plaszczyzna prostopadta albo o$§ rownolegla do
sieci Osi 0si Osi
Regularny Bra- O$ symetrii lub 3 Przekatna
vais’go m m albo 0§
Tetragonalny Os$ symetrii Os$ symetrii lub Przekatna
Heksagonalny charakterystyczna ptaszczyzna o$ albo m
i trygonalny dla uktadu symetrii

Jezeli w symbole grupy przestrzennej kazda o$ srubowa zamieni¢ na wilasciwg o$
symetrii a kazdg ptaszczyzng $lizgowa zamieni¢ na ptaszczyzng symetrii, to pomijajac symbol
komorki elementarnej Bravais’go otrzymuje si¢ zawsze symbol odpowiedniej grupy

punktowej krysztatu.
Oznaczenie plaszczyzn i Kierunkéw w Krysztale

Do oznaczenia plaszczyzn i kierunkow w krysztale zostal obecnie ogélnie przyjety
uktad wskaznikow Millera. W celu okreslenia wskaznikéw Millera plaszczyzny nalezy:

1. znalez¢ punkty, w ktorych ptaszczyzna przecina osie a, b, ¢ pokrywajace si¢ z
trzema krawedziami elementarnej komorki krystalicznej;

2. wyrazi¢ odcinki w odpowiednich jednostkach statych sieci;
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3. odwrotno$¢ powyzszych liczb sprowadzi¢ do najmniejszych trzech liczb
catkowitych majacych wspdlny mianownik;

4. wynik nalezy poda¢ w nawiasach (hkl) .

Rys.5.5. Przyktad ptaszczyzny w sieci krystalicznej

Wskazniki kierunkowe w krysztale stanowig zbidr naymniejszych liczb #, v, W ktore
majg si¢ do siebie tak, jak rzuty wektora réwnoleglego do zadanego kierunku na osie
wspotrzednych OX, OY, OZ ukladu krystalograficznego. Wielkos$ci rzutow wektora na osie
wspotrzednych powinny by¢ wyrazone w odpowiednich jednostkach elementarnych translacji
a, b, ¢. Wskazniki te zapisuje si¢ w nawiasach kwadratowych [uvw]; znaki stosunku
miedzy wskaznikami nie stawia si¢. Ujemna wartos¢ wskaznika jest oznaczona za pomoca
znaku minus, umieszczonego nad wskaznikiem. Kierunek [uvw] w krysztale jest okreslony

wiec przy pomocy wektora

F=aué,+ bve, + cwe, , (5.4)

gdzie a, b, ¢ sg warto$ci bezwzgledne podstawowych wektorow translacji @, b, ¢, a €,

é,, €, sa jednostkowe wektory (baza) ukladu krystalograficznego (OX ||@, OY||b, OZ||C

).
W ukfadach heksagonalnym i trygonalnym symbole kierunkowe i plaszczyzny

zawierajg cztery wskazniki.
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Reguly wyboru osi wspolrzednych ukladu krystalofizycznego

Osie OX, OY, OZ uktadu krystalograficznego s3 wzajemnie prostopadte tylko dla
uktadow rombowego, tetragonalnego 1 regularnego. Wiec tylko dla tych ukladow
krystalograficznych uktad wspotrzednych jest uktadem kartezjanskim. Poniewaz wybor
kartezjanskiego uktadu wspotrzednych znacznie ulatwia obliczenia matematyczne, w fizyce
krysztatow przy analizie anizotropii wiasciwosci fizycznych stosuja tylko uklady
kartezjanskie, nazywanych czasem uktadami krystalofizycznymi. Reguty wyboru osi uktadow

wspotrzednych krystalofizycznych podano w tabeli 5.2.

Tabela 5.2. Reguty wyboru osie uktadu krystalofizycznego

Uktad Kierunki osi wspotrzednych
Krystalograficzny Ox, Ox, Ox,
Trojskosny [001] W plaszczyznie prostopadtej do [001]
Jednoskosny [001] [010] W plaszczyznie (100)
Rombowy [001] [010] [100]
Tetragonalny [001] [010] [100]
Regularny [001] [010] [100]
Heksagonalny [0001] [0110] [2110]
i tetragonalny”

"W krysztalach ukladu trygonalnego i heksagonalnego stosujg cztery osi
krystalograficzne. Dlatego symbole Millera tych krysztatow sg czterocyfrowe. Trzecia liczba
w symbolu, odnoszaca si¢ do osi OU, jest zawsze réwna sumie dwoch pierwszych ze znakiem
przeciwnym.

Zadania do wyktadu 5

5.1. Ile atoméw przypada na jedng komorke elementarng w krysztatach o strukturze
regularnej: a) prostej, b) centrowanej przestrzennie, c¢) ptasko centrowane;.
Odpowiedz:a) Z=1,b) Z=2,¢c) Z= 4.

5.2. Sie¢ krystaliczng chlorku sodu NaCl mozemy otrzymaé¢ umieszczajac na
przemian atomy Na i CI w weztach sieci regularnej prostej. a) Ile kazdy atom ma w
najblizszym sasiedztwie atomow innego rodzaju? b) Ile atomoéw zawiera baza chlorku sodu
NaCl? Napisa¢ wspotrzedne atomoéw bazy chlorku sodu NaCl. c) lle czasteczek NaCl
znajduje si¢ w komorce elementarnej? d). Narysowaé komorke elementarng chlorku sodu

NaCl .
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Odpowiedz: a) kazdy atom ma w najblizszym sgsiedztwie sze§¢ atomoéw innego rodzaju; b)
baza chlorku sodu NaCl zawiera atom C/ w punkcie o wspotrzednych (0,0,0) i atom Na w
punkcie (1/2, 1/2, 1/2); ¢) cztery.

5.3. Sie¢ krystaliczng chlorku cezu CsC/ mozemy otrzymac¢ umieszczajac jony cezu w
weztach sieci regularnej prostej a jony C/ w $rodku szeScianu sieci regularnej prostej. a) Ile
kazdy atom ma w najblizszym sasiedztwie atomow innego rodzaju? b) Ile atoméw zawiera
baza chlorku sodu CsCI/? Napisa¢ wspotrzedne atomoéw bazy chlorku sodu CsCl. c) Ile
czasteczek CsCl znajduje si¢ w komorce elementarnej? d). Narysowaé komorke elementarng
chlorku sodu CsCI .

Odpowiedz: a) kazdy atom ma w najblizszym sasiedztwie osiem atomdéw innego rodzaju; b)
baza chlorku sodu CsCl/ zawiera atom Cs w punkcie o wspotrzednych (0,0,0) i atom C/ w
punkcie (1/2,1/2,1/2); ¢) jedna.

5.4. Wykaza¢, ze dla kazdej osi $srubowej prawej istnieje rownowazna do niej o$
Srubowa lewa.

5.5. Udowodni¢, ze iloczyn dwodch odbi¢ wzgledem réwnolegltych do siebie
plaszczyzn symetrii odleglos¢ miedzy ktorymi wynosi #/2 jest translacja o ¢ wzdtuz prostej
prostopadtej do plaszczyzn symetrii.

5.6. Udowodnié, ze przecigcie dwodch ptaszezyzn $lizgowych jest osig Srubowa. Jest to
o$ 7 - krotna, jezeli kat migdzy ptaszczyznami symetrii wynosi 1 /7.

5.7. Wykazaé, ze reprezentacja macierzowa osi srubowej 4, skierowanej wzdhuz osi

Ox; ma postaé:

o -1 0 0710
0 0
[ba/;]: D1 0 O 0 .
0o 1 1/40
HO 0 1 H

5.8. Wykaza¢, ze reprezentacja macierzowa ptaszczyzny slizgowej typu b, dla ktorej

plaszczyzna symetrii jest prostopadta do osi Ox;, a wektor translacji jest rowny b/2, ma

postac:
g 0 0 0¢
0 0
[b ]: DO 1 0 1/2D .
000 -1 00
HO 0 0 1 H
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5.9. Wypisa¢ wspotrzedne punktéw rownowaznych dla grupy przestrzennej P2 w
przypadkach: a) og6lnej pozycji punktu - (X;,X,,X;) ; b) szczegdlnej pozycji punktu - (0, 0,
X;).

Odpowied?: a) dwa punkty: (X,,X,,%;) i (- X,,~ X,,X;) ; b) jeden punkt - (0, 0,x;) .

5.10. Wypisa¢ wspotrzedne punktow rownowaznych dla grupy przestrzennej P4, w
przypadkach: a) ogdlnej pozycji punktu - (x;,X,,X;) ; b) szczegdlnej pozycji punktu - (0,0,
X;) .

Odpowied?: a) cztery punkty: (X;,X,,%;), (- x,,- X,,%;) , (- %,,%,,1/24 x3) | (x,,-x,,1/2+ x;) ;
b) dwa punkty: (0, 0,x,) i (0, 0,1/2+ x;).

5.11. Wypisa¢ wspOlrzedne punktow rownowaznych dla grupy przestrzennej P4,/m
w przypadkach: a) ogdlnej pozycji punktu - (x;,X,,%;) ; b) szczegodlnej pozycji punktu - (0,0
,0).

Odpowied?: a) cztery punkty:  (x,X%,,%3),  (-x,,x,1/24 x3),  (-x,,7x,,%5),
(x5,x,,1/2+ x3) ; b) dwa punkty: (0, 0,0) i (0, 0,1/2).
5.12. Krysztaly nalezg do nastgpujacych grup przestrzennych: a) C2, b) Fddd , c)

P4, d) R3. Do jakich grup punktowych nalezg te krysztaty?
Odpowiedz: a) 2 ,b) mmm c) 4, d) 3.

5.13. Wyznaczy¢ wskazniki Millera plaszczyzn, ktére odcinaja na osiach
krystalograficznych odcinki: 1) a/2, b/3, ¢;2)® . b, c/5;3) 2a/3,® ,c/6;4) 0 o
Sc.

Odpowiedz: 1) (231); 2) (0,1,5), 3) (104) ; 4) (001).

5.14. Narysowaé plaszczyzny o wskaznikach Millera: (001), (111), (111), (210).

5.15. Narysowa¢ kierunki o wskaznikach Millera: [100], [111], [111], [210]].

5.16. Wykaza¢, ze w sieci regularnej kierunek [hkl] jest normalny do plaszczyzny
(hkl) .

5.17. Wykaza¢, ze w sieci regularnej kat ¢ miedzy kierunkami lh,kll,] i [hzkzlzl
Wynosi:

_ hhy + kky+ 11,
R R YR R 1)

cosf
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5.18. Wykazaé, ze w sieci regularnej odlegtos¢ d miedzy sasiednimi rownoleglymi

ptaszczyznami (hkl) dana jest wzorem:

a

NSNS A

Tu @ oznacza krawedz komorki elementarne;.

d-=

58



	Rys. 5.2. Komórka elementarna
	Przestrzenne elementy symetrii
	Grupy przestrzenne

	Tabela 5.1. Reguły zapisu symbolu grupy przestrzennej
	Trójskośny
	Jednoskośny
	Rombowy

	Płaszczyzna prostopadła albo oś równoległa do
	Regularny
	Tetragonalny
	Oznaczenie płaszczyzn i kierunków w krysztale

	Trójskośny
	Jednoskośny
	Rombowy
	Tetragonalny
	Regularny
	Heksagonalny


