Wyklad 4

Krysztaly doskonale

Cialem krystalicznym nazywamy cialo stale o sieciowej budowie wewngtrznej,
ktorego atomy lub czasteczki sg ulozone w sieci krystalicznej w sposob okresowy. Na razie
bedziemy rozwazaé krysztaly doskonate, czyli krysztaly pozbawione wszelkich defektow
niszczacych okresowos$¢ sieci krystalicznej. Najwigkszym defektom krysztatu jest jego
powierzchnia, a zatem krysztatami doskonalymi moga by¢ tylko krysztaly nieskonczone.
Wplyw defektow oraz powierzchni krysztatow na ich budowe oraz wlasciwosci fizyczne

bedziemy rozwazaé pdzniej.
Elementy symetrii

Jedna z podstawowych cech ciat krystalicznych jest ich zdolno$¢ przyjmowania, w
warunkach umozliwiajacych swobodny wzrost krysztatu, postaci symetrycznego wielos$cianu.
Symetria formy krysztatoéw, czyli ich morfologia, jest wyrazem osobliwosci ich budowy
wewnetrznej 1 ujawnia si¢ w tym, ze wielo$cian krystaliczny moze pokrywac si¢ z sobg za
pomocg przeksztatcen symetrycznych. Kazdemu przeksztatceniu symetrycznemu odpowiada
symbol geometryczny, zwany elementem symetrii. Do elementdw symetrii wielo$cianow
krystalicznych naleza: ptaszczyzna symetrii, srodek symetrii, 0§ symetrii, 0§ inwersyjna.

1. Plaszczyzna symetrii (symbol - M ) jest to plaszczyzna, dzielgca krysztal na dwie
czesci, ktore maja si¢ do siebie tak, jak przedmiot do obrazu w zwierciadle ptaskim.

2. Srodek symetrii (symbol - 1) jest to punkt odbicie (inwersja) wzgledem ktérego
wszystkich czegsci wieloscianu powoduja, ze wielo$cian pokrywa sie¢ z soba. Mozna
powiedzie¢, ze punkt jest srodkiem symetrii krysztatu, jezeli dla kazdego dowolnego punktu
w krysztale istnieje réwnolegly od Srodka symetrii punkt réwnowazny, lezacy na prostej
taczacej te dwa punkty i przechodzacej przez srodek symetrii.

3. Os symetrii - krotna (symbol - 7; n= 1,2,...) jest to prosta o tej wlasciwosci, ze
przy obrocie o kat ¢ = (3600/ n) Uk (k= 12,...) wokol niej wielo§cian pokrywa si¢ z soba.
Krotno$cig osi nazywamy liczbe 7, ktora okresla ile razy pokrywa si¢ wieloscian z sobg
podczas obrotu 0 360° wokot osi symetrii.

Udowodnimy teraz jedno z podstawowych twierdzen krystalografii: w krysztatach

mogq istnie¢ tylko osie symetrii o krotnosci 1,2,3,4,6. Dowdd opera si¢ na warunku
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pokrywania si¢ sieci krystalicznej i przy obrocie o kat ¢ = (360°/n) dookota osi symetrii o
krotnosci 7.

Rozwazmy w sieci krystalicznej dwa roéwnowazne punkty 4 i B przez ktore
przechodza prostopadle do plaszczyzny rysunku (rys.4.1) osi symetrii o krotnosci 7.
Zatdézmy, ze odleglo$¢ punktu 4 od punktu B (AB = a) jest najmniejsza w poréwnaniu z
odlegtosciami do punktu B innych réwnowaznych punktow. Przy obrocie krysztatu o kat
21 /n dookota osi przechodzacej przez punkt B, punkt 4 przechodzi w punkt 4’. Punkt 4’
jest rownowazny punktowi A4 a zatem przez ten punkt musi rowniez przechodzi¢ o$ symetrii
o krotnosci 7. Obracajgc krysztat o kat 2m /n dookota osi przechodzacej przez punkt A’

znajdujemy, ze punkt B przechodzi w punkt B’ (rys.4.1).

B A

Vo, 21/

A B

Rys.4.1. Punkty 4,4',B,B’.

Biorac pod uwage, ze AB= BA' = A'B' = a, zrys.4.1 znajdujemy

A4’ = 2alsind ™0 | @.1)
OnQ
/4 . [02nm ol _ 21
B'A=a+t 2a DsmH—- 90 H— a-2a DcosH—H ) 4.2)
0n 0 O0ni(

Ze wzoru (4.1) wynika, ze jezeli n> 6, to m/n< 30° i sin(m/n)<1/2. A zatem
AA' < a, co jest sprzeczne z zalozeniem, ze odleglto$¢ AB = a jest najmniejsza. Z drugiej
strony, jezeli n= 5, to 2m/n= 72° oraz cos(72°) = 0,3, a zatem ze wzoru (4.2) wynika, ze

B'A< a, co zndw jest sprzeczne z naszym zatozeniem. Pozostajg tylko nastgpujgce wartoSci
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n: n=2 (punkty A4,4',B,B’ znajdujg si¢ na linii prostej); n=3 (punkty 4= B',4',B

tworza rownoboczny trojkat); n= 4 (punkty A,4',B,B’ znajduja sic w wierzchotkach
kwadratu).

Jezeli srodek symetrii lezy na osi symetrii, albo prostopadle do osi symetrii znajduje
si¢ 0§ 2 - krotna lub plaszczyzna symetrii, to 0§ nosi nazwe osi dwubiegunowej. Dla osi
dwubiegunowej dwa bieguny osi sg symetryczne rownowazne: jezeli na jednym z koncow osi
dwubiegunowej narysujemy strzatke skierowang w stron¢ jednego bieguna osi, to obecnos$¢
na osi $rodka symetrii (lub osi 2 albo ptaszczyzny symetrii prostopadiych do osi) pociaga za
sobg istnienie drugiej strzatki na drugim koncu osi i skierowanej w stron¢ drugiego bieguna
osi. Dla osi biegunowej (albo polarnej) nie istniejg dodatkowe elementy symetrii, ktére moga

,»,Zzmieni¢” zaznaczony kierunek osi.

4. Oprocz elementéw symetrii 1,2,3,4,6,m,T, nazywanych czasem wilasciwymi w
krysztatach moga wystepowal jeszcze pie¢ osi symetrii, nazywane inwersyjnymi.
Przeksztalcenie wzgledem osi inwersyjnej 7 — krotnej (symbol - 7, n=12,...) zawiera
obrot o kat ¢ = (360°/m)0k (k= 1,2,...) wokot prostej (kierunek osi) i odbicie wzgledem
srodka symetrii lezacego na tej prostej. Kolejnos¢ przeksztatcen (obrét - odbicie) moze by¢
odwrotna (odbicie - obrdt). Osi inwersyjne sg niezaleznymi elementami symetrii. W
ogdlnym przypadku istnienie w krysztale osi inwersyjnej nie oznacza istnienie w krysztale
srodka symetrii. Jednokrotna o$ inwersyjna pokrywa si¢ ze srodkiem symetrii (stad zgodnosé
symboliki $rodka symetrii i jednokrotnej osi inwersyjnej). Latwo sprawdzi¢, ze
przeksztatcenie symetryczne wzgledem osi inwersyjnej dwukrotnej] moze by¢ zastgpione
dzialaniem plaszczyzny symetrii prostopadiej do tej osi. Sposrdod wymienionych elementow

symetrii niezaleznymi, wigc s3 tylko 10 elementow symetrii
1’2’354,69T5§(m),§9156‘ (4‘3)

Przeksztalcenia symetryczne dzielg si¢ na przeksztalcenia pierwszego i drugiego
rodzaju. Do przeksztalcen pierwszego rodzaju naleza obroty dookota osi symetrii wtasciwych
(1, 2, 3, 4, 6). Przeksztalcenia pierwszego rodzaju zachowujg skretnos¢ uktadu wspotrzednych
zwigzanego z krysztalem. Natomiast przeksztatcenia symetrii drugiego rodzaju (wzgledem
osi inwersyjnych) zmieniajg skretno$¢ ukladu wspotrzednych zwigzanego z krysztatem:
lewoskretny uktad przechodzi w prawoskretny, a prawoskretny - w lewoskretny.

Przeksztalcenia symetryczne mozna przedstawi¢ rowniez w sposob analityczny,

rozwazajac przeksztatcenia osi ukladu wspéirzednych przy dzialaniu pewnego elementu
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symetrii. W tym celu obieramy kartezjanski uktad wspotrzednych Ox;,0x,,0x;, sztywne

zwigzany z krysztalem tak aby element symetrii zawierat poczatek uktadu. Gdy krysztat, a

wiec wybrany uktad wspoirzednych zostang poddane dziataniu pewnego elementu symetrii,
wtedy osie Ox,,0x,,0x; zostana przeksztalcone na osie Ox|,0x),0x; nowego ukladu

wspohzednych. Zwiazki miedzy ,nowymi” (Ox|,0x),0x,) i ,starymi” (Ox,,Ox,,0x;)

osiami mozna wyznaczy¢ przez zestawienie tabelki cosinuséw kierunkowych

., Stare” osie
Ox, Ox, Ox,
2 /
»howe Oxl a 11 a 12 a 13
; /
osie Oxz a 21 a 22 a 23
/
0x3 a 31 a 32 a 33

Pierwszy wskaznik przy 0 odnosi si¢ do ,,nowej” osi, drugi - do ,,starej” osi. Na przyktad
0, jest cosinus kata miedzy osig Ox, i osig Ox,.

Zespol wspotczynnikow T/, (i',j=1,23) tworzy macierz, ktéra nazywamy
reprezentacjqg macierzowqg danego elementu symetrii. Kazde przeksztalcenie symetryczne
moze wiec by¢ przedstawiono za pomoca odpowiedniej macierzy symetrii 0. Postac

macierzy reprezentujacej dany element symetrii zalezy oczywiscie od wyboru osi

wspotrzednych  Ox,,Ox,,0x;  Kartezjanskiego ukladu. Mozna udowodni¢, ze dla

przeksztatcen pierwszego rodzaju wyznacznik macierzy ¥ ;; ma warto$¢ 1. Dla przeksztalcen

drugiego rodzaju det(@ )= - 1.
Grupy punktowe

Symetria w morfologii krysztalu moze odpowiada¢ nie tylko jednemu z 10 elementow
symetrii (4.3). Istnieja krysztaly, symetria zewnetrznej formy ktorych zawiera kilku
elementéw symetrii (4.3). Udowodniono, ze liczba dopuszczalnych kombinacji elementow
symetrii (4.3) przechodzacych chociazby przez jeden wspdlny punkt i1 odtwarzajacych
symetri¢ krysztatow wynosi 22. W rzeczywistosci kombinacji mozliwych elementow symetrii
wigcej (liczba nieskonczona), jednak wiele z nich jest wykluczonych, poniewaz
doprowadzilyby do nieskonczonego powtarzania elementéw symetrii. Wyprowadzenie

dozwolonych kombinacji (klas) symetrii polega na laczeniu z sobg dwoch albo trzech
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elementow symetrii (generatoré6w symetrii), dzialanie wzajemnie ze soba (iloczyny
przeksztatcen) ktorych generuja wszystkie mozliwe elementy symetrii danej klasy. Wyniki

iloczynow elementéw symetrii otrzymujemy korzystajac z nastepujacych twierdzen.

1. lloczyn dwoéch odbi¢ wzgledem ptaszczyzn symetrii m, 1 m, jest obrotem o kat

29 ,, wokol osi wyznaczonej przez przeciecie plaszczyzn m, i m,; ¢, jest katem miedzy
tymi plaszczyznami.

2. lloczyn obrotu o kat 0 wokol osi symetrii L 1 odbicia wzgledem plaszczyzny
symetrii m,, zawierajacej oS L, jest odbiciem wzgledem plaszczyzny symetrii m,
przechodzacej przez t¢ o$, przy czym plaszczyzny m, i m, tworza kat (¢ /2).

3. Iloczyn dwoch obrotow o kat T dookota przecinajgcych sie osi L, i L, jest

obrotem dookota osi prostopadtej do L, i L,; kat obrotu rowna sie podwojonemu kgtowi
migdzy tymi osiami.

4. Przecigcie dwoch plaszczyzn symetrii jest osig symetrii. Jest to o§ 7 - krotna, jezeli
kat miedzy plaszczyznami symetrii wynosi T /7.

5. Jezeli plaszczyzna symetrii zawiera o§ 7 - krotng, to istnieje (7-1) innych
plaszczyzn symetrii.

6. Jezeli istniejg dwie osie 2 - krotne przecinajace si¢ pod katem 7 /n, to istnieje
prostopadta do nich o§ 7 - krotna.

7. Jezeli istnieje 0§ dwukrotna i prostopadia do niej 0§ 7 - krotna, to istnieje (7- 1)
innych osi dwukrotnych.

Rozpatrujac zbior wspotistniejacych elementéw symetrii dla dowolnej klasy symetrii
zauwazymy, ze zawiera on w sobie wszystkie iloczyny elementow danej klasy. Wiasno$¢ ta
jest cechg zbiorow, ktore w matematyce noszg nazwe¢ grup. Przez grupe rozumiemy zbior
elementow G o nastepujacych wlasnosciach.

1. Istnieje operacja ,,mnozenia” (symbol - ©), ktéra parze elementow A i B zbioru G

przyporzadkowuje element C zbioru G, zwany iloczynem

AoB=C.

lloczynowi przeksztalcen symetrycznych krysztalu wzgledem uktadu wspotrzednych

Ox,,0x,,0x; odpowiada zwykle mnozenie odpowiednich macierzy symetrii 0 ;.

2. Mnozenie jest operacja taczng
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Ao(BoC)= (4o B)oC .

3. Zbior G zawiera element jednostkowy E taki ze dla kazdego elementu 4 grupy

AoE=EocA= 4 .

Dla przeksztalcen symetrycznych krysztalow elementem jednostkowym jest obrot o 360°
dookota dowolnego kierunku w krysztale, czyli o§ symetrii jednokrotna.
4. Dla kazdego elementu grupy A istnieje element grupy 4°' (element odwrotny) taki

Ze
AoA "= Ao A= E .

Dla przeksztatcen symetrii krysztalow, na przyklad obrotu o kat f dookota osi symetrii w
kierunku zgodnym z kierunkiem ruchu wskazowki zegara, elementem odwrotnym bedzie
obrot o ten sam kat lecz w kierunku przeciwnym.

Rzgdem grupy nazywamy ilo$¢ elementow w grupie, a zbior macierzy symetrii 7 ;;
wszystkich elementéw symetrii grupy nazywamy macierzowg reprezentacja danej grupy. W
og6lnym przypadku dla dwoch dowolnych elementow 4 1 B grupy G, Ao B# Bo A. Jezeli
dla kazdej pary elementow A4 1 B grupy G, AoB=Bo A, to grupa nosi nazwe¢ grupy
abelowe;.

Jezeli daje si¢ utworzy¢ grupe z poteg pewnego elementu A4 grupy
A4, A= E)

to grupe nazywamy grupg cykliczna.

Jezeli sposrdd elementdw danej grupy czes¢ elementow grupy wykazuje rowniez
cechy grupy, to nazywamy ja wowczas podgrupag.

22 oryginalnych, dozwolonych kombinacji elementéw symetrii plus 10 elementow
symetrii (4.3) tworza 32 grupy punktowe krysztatdéw. Nazwa ta pochodzi z tego, ze dla tych
grup istnieje w krysztale co najmniej jeden punkt niezmienny wzgledem przeksztatcen
symetrii grupy. 32 klasy symetrii (grupy punktowe) wyprowadzil po raz pierwszy
J.F.Ch.Hessel w 1830 roku. W sposob bardziej dostgpny 1 $cisty dowod istnienia 32 klas
symetrii podal A.Gadolin w 1867 roku.
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Tabela 4.1. Uktady krystalograficzne, grupy punktowe i ich elementy symetrii

Symbol Liczba elementéw symetrii
Uktad grupy m 2 3 4 6 1 3 4 6
1
trojskosny 1 |
7 1
jednoskosny m 1
2/m 1 1 1
222 3
rombowy mm2 2 1
3 3 1
mmm
4 1y 1
1 (€]
4 1 (1) 1 1 1
tetragonalny 4/m 4+ (1) 1
422 4 2) 1
4mm 2 2+ (1) 1
a2m 5 4+ (1) 1 1
4/mmm
3 1
3 €] @) 1
trygonalny 3 1
32 ;
3m 3 3 (D) 1 1
3m
6 @O @ 1
3 1 (1) 1
1 1 1 1 1 1
heksagonalny 6/m 6+ (1) (1) 1
622 6 (D 1
6mm 4 3 1
62m 7 6+ (1) (1) 1 1 1 1
6/mmm
23 3 4
3 3 3@ (1 4
regularny 6+ (3) 4 3
f 32 6 3) 4 3
43m 9 6+ (3) @) 3 1 4 3
m3m

"Liczby w nawiasach oznaczajg osi ktore wystepuja zawsze razem z innymi osiami.

Uklady krystalograficzne

32 grupy punktowe lub klasy krystalograficzne umownie podzielono na 7 uktadow
krystalograficznych ze wzglgdu na posiadanie wspdlnych cech charakterystycznych: 1) ukfad
trojskosny - brak elementéw symetrii lub istnieje tylko srodek symetrii; 2) ukfad jednoskosny
- 0$ 2 - krotna lub ptaszczyzna symetrii; 3) uktad rombowy - trzy osie 2 - krotne lub jedna o$

2 - krotna wzdhuz przecigcia dwoch prostopadtych plaszczyzn symetrii; 4) uktad tetragonalny
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—0$ 4 albo 4; 5) uktad trygonalny — o$ 3 albo 3; 6) uktad heksagonalny — 0é 6 albo 6 ; 7)
uktad regularny - cztery osie 3 - krotne utozone jak przekatne w szescianu.

Uklady krystalograficzne, odpowiednie grupy punktowe 1 elementy symetrii
poszczegdlnych grup podane w tabeli 4.1.

Tabela 4.2. Reguty zapisu symbolu migdzynarodowego grupy punktowej
1 wybor osi wspoirzednych uktadow krystalograficznych

Uktad Potozenie w symbole
krystalograficzny 1 | 2 | 3
Trojskosny Jeden symbol odpowiadajacy dowolnemu kierunkowi w krysztale
Jednoskosny jedna o$ 2 — krotna albo ptaszczyzna symetrii m
(0$ OZ (lub OY) rownolegta do osi 2 — krotnej : OZ,0Y /2,
lub prostopadta dom : OZ,0Y Um
Rombowy O$ 2 lubm O$ 2 lubm O$ 2 lubm
(OX7 2 Tub OX U m) (OY/ 2 lub OY U m) (OZ7 2 lub
0Z L m)
Regularny 0$ 2,4 Iubm 0s 3 O$ 2 lubm
(0si OX,0Y,0Z/ 2 albo 4, | (wzdtuz kierunkow (wzdtuz
lub osi OX,0Y,0Z [Om) [111]) kierunkow
[110])
Tetragonalny 0s 4 O$ 2 lubm O$ 2 lubm
(0Z7 4) (0OX,0Y7 2 lub (wzdtuz
OX,0Y O m) kierunkow
[110])
Heksagonalny Os$ 6 lub 3 O$ 2 lubm O$ 2 lubm
i trygonalny U (OZ/ 6 lub 3) (OX, 0Y, OU/ 2, lub (wzdhuz
OX,0Y,0U Om) kierunkow
polowiacych
katy migdzy
dodatnimi 1
ujemnymi
czgsciami osi
0X, 0Y, OU)

0W ukfadach heksagonalnym i trygonalnym uktad krystalograficzny zawiera cztery osie
0X, 0Y, OU 1 OZ. Trzy osie OX, OY, OU leza w plaszczyznie prostopadtej do osi OZ (osi
6 lub 3), tworzac ze sobg katy 120".

Reguly okreslajace kolejnos¢ zapisu elementdw symetrii w symbolach grup punktowych
podano w tabeli 4.2. Symbol grupy zawiera tylko te elementy symetrii (generatory grupy),

ktorych obecno$¢ pociaga za soba wystepowanie wszystkich innych elementow symetrii
grupy. W tabeli 4.2 podano réwniez wybor osi wspotrzednych OX,0Y,0Z dla rdznych
uktadow krystalograficznych. Te uktady wspotrzednych nazywamy krystalograficznymi
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uktadami wspotrzgdnych, a kierunki tych osi sg narzucane istniejgcymi elementami symetrii

danego klasy krystalograficznego.
Zadania do Wyktadu 4

4.1. Szescian zawiera: 1) 3 plaszczyzny symetrii réwnolegle do $cian sze$cianu; 2)
sze$¢ plaszczyzn symetrii przekatne w szescianie; 3) 3 czterokrotne osie; 4) cztery trzykrotne
osie; 5) sze$¢ dwukrotnych osi; 6) srodek inwersji w $rodku szescianu. Narysowac wszystkie
elementy symetrii sze$cianu.

4.2. Bryly platonskie sg to wielo$ciany utworzone z wielokatéw foremnych. Tetraedr
jest czworoscianom zbudowanym z trdjkatdéw rownobocznych. Natomiast oktaedr jest
osmioscianom zbudowanym z trojkatow réwnobocznych. Znalez¢ wszystkie elementy
symetrii tetraedru 1 oktaedru.

4.3. Wykaza¢, ze przeksztalcenie symetryczne wzglgdem osi inwersyjnej dwukrotnej
moze by¢ zastgpione dziataniem plaszczyzny symetrii prostopadtej do tej osi.

4.4. Udowodni¢, ze macierz reprezentujacg srodek symetrii ma postaé:

-1 0 O0¢
[ai/j]:%o -1 0g.
50 0 - 1§
4.5. Wykazaé, ze macierz reprezentujacg plaszczyzne symetrii prostopadta do osi Oz
ma postac:
o 0 0¢
'‘PE 01 05
H 0 -18
4.6. Wykazaé, ze macierz reprezentujgca o$ symetrii 2 rownolegla do osi Oz ma
postac:
-1 0 00
| U] =50 -1 0.
H0 0 1H

4.7. Udowodni¢, ze dla przeksztalcen pierwszego rodzaju wyznacznik macierzy 7 ;;

ma warto$¢ 1, a dla przeksztatcen drugiego rodzaju det(@ j) =-L

4.8. Wykaza¢, ze z faktu istnienia dwoch osi dwukrotnych przecinajace si¢ pod katem

m /2 wynika istnienie prostopadtej do nich trzeciej osi dwukrotne;.
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4.9. Udowodni¢, ze z faktu istnienia dwukrotnej osi i prostopadtej do niej osi 72 -
krotnej wynika istnienie (7 - 1) innych osi dwukrotnych.

4.10. Udowodni¢, ze iloczyn dwoch odbi¢ wzgledem ptaszczyzn symetrii m, i m, jest

obrotem o kat 2¢,, wokol osi wyznaczonej przez przeciecie plaszczyzn m; i m,; ¢, jest
katem migdzy tymi ptaszczyznami.

4.11. Wykaza¢, ze iloczyn obrotu o kat m /2 wokoét osi symetrii 4 i odbicia wzgledem
plaszczyzny symetrii m,, zawierajacej oS 4, jest odbiciem wzgledem plaszczyzny symetrii
m, przechodzacej przez te o$, przy czym plaszczyzny m, i m, tworza kat (1 /4).

4.12. Udowodni¢, iz przeciecie dwoch plaszczyzn symetrii prostopadtych do siebie
jest dwukrotng osig symetrii.

4.13. Pokaza¢, ze jezeli plaszczyzna symetrii zawiera o$ 7 - krotna, to istnieje (7~ 1)
innych plaszczyzn symetrii.

4.14. Znalez¢ grupe symetrii sze$cianu, oktaedru i tedraedru.

Odpowied?: grupa symetrii sze$cianu i oktaedru — m3m; grupa symetrii tetraedru - 432.

4.15. Do jakich uktadow krystalograficznych odnoszg si¢ sze$cian, oktaedr 1 tedraedr?
Odpowiedz: do uktadu regularnego.

4.16. Wykaza¢, ze grupe punktowg 6 mozna opisa¢ jako 3/m.

4.17. Do jakich uktadéw krystalograficznych odnoszg si¢ grupy 32 1 23 oraz grupy 3m
1m3?

Odpowiedz: grupy 23 1 m3 sa to grupy uktadu regularnego, grupy 32 i 3m sa to grupy uktadu
trygonalnego.

4.18. Narysowa¢ wzajemne rozmieszczenie elementow symetrii grup punktowych

222, 4/m, 3m.

47



	Elementy symetrii
	Grupy punktowe
	Tabela 4.1. Układy krystalograficzne, grupy punktowe i ich elementy symetrii
	Liczba elementów symetrii
	Układ
	 Trójskośny
	 Jednoskośny
	 Rombowy
	 Regularny

	Oś 2,4 lub m
	 Heksagonalny



