Wyklad 10

Przewodnictwo elektryczne metali. ROwnanie Boltzmanna

Przewodnictwo elektryczne metali jest zwigzane z ruchem elektronéw swobodnych.
Pod wptywem pola elektrycznego zachodzi swoiste przegrupowanie elektronow, wskutek
czego rozktad Fermiego, ktory jest niezalezny od wspotrzednych elektronu, modyfikuje sie 1

przechodzi w rozktad zalezny od wspotrzednych przestrzennych. Aby wyznaczy¢ ten nowy

rozktad f (F,l;) rozwazmy zmiane funkcji f/ w czasie od Z do ¢+ A¢. Zatdozmy, Zze w

dowolnej chwili Z elektron znajdowal si¢ w miejscu okreslonym wektorem wodzacym 7 i
posiadat ped p = nk Wtedy w polu elektrycznym F w nieobecno$ci zderzen ten elektron w
czasie t+ At bedzie mial wspotrzedne: (¥ + U*(IE)A t), hk + (-eE)OA¢t. Jezeli czas Mt jest
maty i zmiany funkcji f (7, k) sa rowniez male, mozemy zapisa¢ zmiany tej funkcji w postaci

szeregu Taylora

fIF+ U(kDt;k - (eE/)h )= f(F k,b)+ (alu o+ iy LY, BY;
dx y * 0z

e f af af 2
- Z(E +E L+ E A+ Ot
h( kP zakz) @ar) (10.1)

y

Z rownania (10.1) tatwo znalez¢ rownanie ruchu dla funkcji rozktadu f(7 k )

daf . S U(k)A i3k - (eE /)B4~ f(F.k) (alux . gluy . Zl
y z

dr -0 At 0x

u.)-

e f af f
- —(F t+E tE
h( S TREETS zakz). (10.2)
Otrzymane roéwnanie musimy uzupetni¢ dodatkowym cztonem, poniewaz elektrony mogg by¢
rozpraszane na drganiach (fononach) i defektach sieci krystalicznej. Ten czton wybierzemy w
sposob fenomenologiczny w tak zwanym przyblizeniu czasu relaksacji
HOLH - S J

Gazt . (10.3)
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Tu f, - funkcja rozktadu rownowagowego, czyli rozkladu Fermiego. W ogdlnym przypadku

czas relaksacji T zalezy od 7 i k .

Z uwzglednieniem (10.3) ze wzoru (10.2) otrzymujemy jedno z fundamentalnych

rownan w fizyce — rownanie Boltzmanna

ﬂ—(alu +al f

S g Mg Y AT 04
d ix © 0y’

k., ok, ok

U t —(

2 R T
Roéwnanie Boltzmanna stanowi punkt wyjscia do rozwazan réznych zagadnien transportu w
ciele statym. Rownanie Boltzmanna umozliwia przyblizone obliczenie stacjonarnego rozktadu

nierownowagowego. Na przyklad, jezeli funkcja rozktadu f (7 ,l;) nie zalezy od 7 (o$rodek

jednorodny), ze wzory (10.4) przy (df /dt) = 0 mamy

o - A af oo S
—E + E t E. 0
( STREEET ak — . (10.5)
Skad
- - e - f f af
kY= fo(k)- —1(k)(E, =—+ E, —+ E, —
S(k)= fo(k) - (k) TR TR TS (10.6)
Oznaczajac
e_ = e_ = e_ =
Mk, = —1(k)E Mk, =2 —1(k)E Mk, = —1(k)E
xh()x, yh()y, zh()z,
wzor (10.6) mozemy zapisa¢ w postaci
C oo (A of o . O
k)= folk)- (=—=L0k + =—0k + ==Lk
S(k)= fo(k) (ak T ak 2. (10.7)

Dla matych odchylef od stanu rownowagi termicznej, czyli dla matych pol elektrycznych,

wzor (10.7) mozemy zapisaé w postaci

0 0 0
1= £, <f°Ak af“‘ +afAk)Dfo(k bi) . (108

X

Ze wzoru (10.8) wynika, ze wptyw stabego statego pola elektrycznego na rozklad elektronow

sprowadza si¢ do przesunigcia kuli Fermiego rozkladu réwnowagowego o wielko$¢

A = (e1E/h) (rys.10.1). Nowy rozklad Fermiego / rézni siec w sposob istotny od rozkladu

rownowagowego f, tylko w poblizu energii (promienia) Fermiego.

100



Rys.10.1. Wplyw pola statego elektrycznego na rozktad elektronow

Korzystajac z réwnania Boltzmanna rozwazmy przewodnictwo elektryczne gazu
elektronow. Gestos¢ pradu elektrycznego, jak wiadomo z podstaw fizyki, jest okreslona

Wwzorem

Z ev; . (10.9)

Sumowanie w (10.9) przebiega po wszystkich elektronach. Sumowanie po elektronach mozna

zastapi¢ przez calkowanie po energii, uzywajac do tego celu funkcje rozkladu

G(E) = f(E)g(E)

'[U*(E)f(E)g(E)dE ) (10.10)

0

Jj(#)=

N

Przypusémy, ze pole elektryczne jest skierowane wzdluz osi Ox . Wtedy, w przypadku
o$rodka izotropowego J, = J. = 0 i korzystajac z przyblizenia (10.8) otrzymujemy dla X -

sktadowej gestosci pradu

w e_ r fo

[V (E)Ig(BYT Sy (E) - %T(k)E ]dE (10.11)

Vlm

Latwo udowodni¢, ze catka z U (E) f,(E)g(E) w (10.11) znika, a zatem

e’E

S fy Tg(B) T () 1a (10.12)

X

Jo= T
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Funkcja Fermiego f,(£) zmienia gwaltownie swojg warto$¢ przy E = E, czyli przy k= k -

, gzie k » - wektor falowy Fermiego. Zatem w dobrym przyblizeniu mozemy zapisa¢

0k, 0E k. OE

8o LU IE oy |y me-E,). (10.13)

gdzie 0(x) jest delta funkcja Diraca. Tu skorzystalismy z rownosci 0E/dk, = h’k /m =

= fiV . oraz afo/aE: -5(E' EF)_

X

Po podstawieniu (10.13) do wzoru (10.12) znajdujemy

2

j.- eVEx [o "0 () Dg(E) W (E - E,)dE . (10.14)

Wykorzystujac wlasciwosci 0 - funkcji Diraca otrzymujemy
JiFOE, (10.15)

gdzie przewodnictwo elektryczne 0 wzdhuz osi Ox wynosi
eZ
0 D7Uf(EF)g(EF)TF . (10.16)

Tu T, - czas relaksacji na powierzchnie Fermiego.

Poniewaz

V 2 3/2
g(E,)= M—zgh—T@ JE, (10.17)

zaktadajac, ze

102F
UI(ER)= S0 (Ep)* =i (10.18)
m [l
ze wzoru (10.16) otrzymujemy
¢ ¢ IJ2E, 0.V HzmH”
0 0—U(E)GE ) = —0—L00—M—0 E/1,*
Vx(F)g(F)F V3Dm|]2ﬂ2|]h2|] Flp
2 2 E 3/2
° ey o, (10.19)
3nm [ AT [

Uwzgledniajac, ze
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2 3/2

2mE
E, = P 3n2m)” L sn2oe= 125 ]
2m 0 a° [
przeksztat¢émy wzor (10.19) do postaci
) 3/2 )
e (10.20)
m"m{] 0 m

Wzoér (10.20) nie zawiera stalej Plancka, a zatem moze by¢ wyprowadzony na podstawie
fizyki klasycznej. Udowodnit to po raz pierwszy Drude okoto roku 1900, na dlugo za nim

powstata mechanika kwantowa.

Wielkos¢
_elp
f= (10.21)
m
nosi nazw¢ ruchliwosci elektronow.
Z uwzglednieniem (10.21) wzér (10.20) przyjmuje postaé
0=eln, (10.22)

Ze wzoroéw (10.22) 1 (10.21) wynika, ze zalezno$¢ temperaturowa oporu metali okresla
temperaturowa  zalezno$¢ czasu relaksacji T,. Czas relaksacji T,  okresla

prawdopodobienstwo rozproszenia elektronu, ktére jest odwrotnie proporcjonalne do T ..

Rozproszenie elektrondw w ciele statym zachodzi na drganiach i defektach sieci krystaliczne;.
Jezeli zatozymy, ze oba mechanizmy rozproszenia sa od siebie niezalezny, to calkowite
prawdopodobienstwo rozproszenia jest suma prawdopodobienstw rozproszenia elektronu na

defektach 1 fononach

TF Tdef Tﬁm ' ( '

Czas relaksacji T  mozna z grubsza okresli¢ jako $redni czas swobodnego przelotu, czyli bez

rozpraszania, elektronu. Mozna przypuszczaé, ze czasy lu.r 1 T, sa odwrotnie

proporcjonalne do iloczyndw odpowiednich przekroju czynnego na rozpraszanie Q 1 $redniej

predkosci elektronu U :

rg — . (10.24)
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W przypadku metali wktad w przewodnictwo pochodzi od elektronéw znajdujacych si¢ na
poziomie Fermiego, a zatem U jest po prostu predkoscig elektronu na poziomie Fermiego
U(E.) i stabo zalezy od temperatury, gdyz sama energia Fermiego jest stabo zalezna od

temperatury. Dla defektow nie ma podstawy przypuszczaé, ze przekrdj czynny zalezy od

temperatury, a zatem dla defektow

= const (10.25)
[ def

W  przypadku rozpraszania na drganiach sieci krystalicznej przekrdj czynny jest
proporcjonalny do $redniego kwadratu amplitudy drgan <u,f (/; )> o wektorze falowym k i
czestosci 0 (k). Mozna wykazaé, ze przy T >> T, (gdzie T, jest tak zwana temperatura
Debye’a)

1
—=0 T, (10.26)
T fon

A zatem, zgodnie z (10.20) , (10.23) — (10.26), mozemy dla oporu wtasciwego metalu zapisaé

m

1
p== = Pay PP (D) (10.27)

1
e’nt,
Niezalezny od temperatury opdr, wynikajacy z rozpraszania elektronow na defektach, £ .

nazywa si¢ oporem wiasciwym resztkowym. Opdr wlasciwy, zwigzany z rozpraszaniem

elektronow na drganiach sieci P ;,,(I) w niskich temperaturach zmienia sie jak 7°. Dla
temperatur wysokich f 4, (T) jest wprost proporcjonalny do temperatury.

Przewodnictwo cieplne metali

W kinetycznej teorii gazow przewodnos¢ cieplna gazu jest okreslona wzorem
1
k=3C, (V)a7) (10.28)

gdzie <U> - $rednia predkos¢ czastki gazu, a <1 > - $rednia droga swobodna czastki migdzy

zderzeniami , C, - pojemno$¢ cieplna gazu na jednostke objeto$ci.
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Gloéwny wktad w przewodnictwo pochodzi od elektronéw znajdujacych si¢ w poblizu

powierzchni Fermiego, a zatem zakladajac, ze <U > =Up, a <l> =V pTe, ze wzoru (10.28)

otrzymujemy

k==C,20, . (10.29)

W | —

Wzér na pojemno$¢ cieplng na jednostke objetosci gazu elektronowego otrzymaliSmy

wczesniej
3223, m2n k2
C,= ————0n)" 00T = —5-T - (10.30)
‘ 2n’ ‘ my

Po podstawieniu (10.30) do (10.29) otrzymujemy

2 2
e PR (10.31)

Korzystajac ze wzordéw (10.31) oraz (10.20) znajdujemy

2

2 0kn
: TR = 24smowm /K (10.32)
3 0el

Wzoér (10.32) wyraza prawo Wiedemanna — Franza: stosunek przewodnosci cieplnej do
przewodnosci elektrycznej jest wprost proporcjonalny do temperatury, przy czym
wspotczynnik proporcjonalnosci nie zalezy od rodzaju metalu. Liczba L we wzorze (10.32)

nosi nazwe liczby Lorenza.
Dielektryki

Pole elektryczne w dowolnym o$rodku opisuje si¢, jak wiadomo z kursu

elektrodynamiki, trzema wektorami £, D i P, miedzy ktorymi istnieje zwigzek
D(t)= ¢ E(t)+ P(t). (10.33a)

W rownaniu (10.33a) wektor p jest wektorem polaryzacji elektrycznej prébki. Wektor ten
réowna si¢ wypadkowemu momentowi dipolowemu objetosci V' podzielonemu przez V' .

W przypadku izotropowych osrodkéw, albo krysztaldow symetrii regularnej, migdzy

wektorami P i E istnieje zwigzek

P(t)= ¢,y (@)E®) . (10.33b)
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Wielko$¢ X (@) nosi nazwe podatnosci elektrycznej i w ogdlnym przypadku, gdy na probke
dziata zmienne pole elektryczne o czestosci @  podatno$¢ elektryczna jest funkcjg
czestotliwosel @ .

Po podstawieniu (10.33b) do (10.33a) otrzymujemy
D(t) = € & (0)E() . (10.33c¢)
Wielkos¢
EW)=1+ )y @) (10.33d)

nosi nazwe¢ przenikalnosci elektrycznej.

Réwnowazng 1 czgsto bardziej uzyteczng reprezentacja mozna otrzymaé

wprowadzajac zamiast wektorow E(¢), D(¢) i P(¢) wektory

1 ;
E : - D wt
@) o J (t)De™'dt | (10.34a)
1 ;
D)= — ) 0e™' dt 10.34b
@) * o j () : ( )
- 1 ° - .
P - P D wt
®) o I (t)De™'dt . (10.34c)

Ze wzoru (10.33a) wynika, ze miedzy wektorami E(), D) i P(®) istnieje podobny

zwigzek
D)= ¢,E@)+ P@). (10.35a)
Natomiast ze wzoru (10.33b) natychmiast otrzymujemy
P)=¢,0 (@)E®) . (10.35b)
Po podstawieniu (10.35b) do wzoru (10.35a) mamy
D)= ¢,6W)EW). (10.35¢)

Polaryzacja dielektryka, okreslona przez wektor P(f) albo wektor P(w), moze

powsta¢ wskutek jednego z trzech podstawowych mechanizmow polaryzacji: polaryzacji

elektronowej, polaryzacji jonowej 1 polaryzacji orientacyjnej.
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Polaryzacja elektronowa (atomowa)

Polaryzacja elektronowa albo atomowa polega na tym, ze w polu elektrycznym
zachodzi przesunigcie powlok elektronowych, wskutek czego "$rodek ciezkosci" tadunku
ujemnego elektronow nie pokrywa si¢ z potozeniem jadra atomowego natadowanego dodatnie
1 w atomie powstaje elektryczny moment dipolowy. Polaryzowalnos$¢ elektronowg rozwazmy

zakladajac, ze elektron w polu elektrycznym zachowuje si¢ jak oscylator harmoniczny

ut it wli= —E@t) (10.36)

S

Tu u okresla wychylenie elektronu z potozenia réwnowagi; @, - czestotliwos¢ drgan
wilasnych oscylatora; V - stata ttumienia, opisujgca skoficzony czas zycia drgan normalnych
elektronu. We wzorze (10.36) pole E to jest tak zwane lokalne pole. Pole lokalne nie
pokrywa si¢ z zewnetrznym polem elektrycznym, poniewaz zawiera dodatkowe pole
pochodzace od indukowanych w ciele dipoli elektrycznych.

Wprowadzmy zamiast wychylenia #(f) wielko$¢ u(w )

0

1 A
u)= — [u()le™ dt | 10.37
)= j () (10.37)
()= [ yle ™ 'do . (10.38)
Latwo widzie¢, ze

Ry 1(r)De™ dt = R P i) (10.39)

21 J 21 -[ ’ '
Ry u(f)De™ dt = L e g u(f)De™dt = -0 D) (10.40)

o I 2n J 2n j ' '

Korzystajac ze wzordw (10.37), (10.39) 1 (10.40), wzdr (10.36) mozemy zapisa¢ w postaci

G)02-0%-ivy): SEw) . (10.41)
m
Ze wzoru (10.41) wynika, ze
- / =
u@)= ———————— (e zm). IEW) . (10.42)
Wo-w”-iyw
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Wychylenie elektronu z polozenia roéwnowagi powoduje powstanie momentu

dipolowego
pt) = elu() , (10.43a)
pw)=eluw) . (10.43b)

Po podstawieniu (10.42) do wzoru (10.43b) otrzymujemy

p)=0,0)IEW) . (10.44)
Tu
0 @)z (1045)
Wy-0° - iy

nosi nazw¢ polaryzowalnosci elektronowe;j.

Ze wzoru (10.45) widaé, ze polaryzowalnos¢ elektronowa silnie zalezy od @ 1 osigga
maksimum gdy @ = @, (rezonans). Polaryzowalno$¢ elektronowa mozemy podzieli¢ na czgs¢
rzeczywistg i cze$¢ urojong

0,0)=0,w)tin @), (10.46)
gdzie

/ _62 (wé'wz)
ael(w)'_ 2 212 2,2
m@y-w°)tyw

, (10.47a)

2
I _e yw
ael(w)_;(wz_wZ)Z_l_yzwz'
0

(10.47b)

Mozna udowodni¢, ze rzeczywista cze$¢ polaryzowalnosci @ (@) jest odpowiedzialna za

dyspersje $wiatta w oérodku. Natomiast cze$é urojona polaryzowalnosei ¢ (@) okresla

absorpcje Swiatta w ciele.

Zadania do Wyktadu 10

10.1. Przewodno$¢ elektryczna miedzi w temperaturze pokojowej wynosi ¢ = 6010’
Q0 'm™', koncentracja elektronéw przewodnictwa n, = 8.5 010% 173, Tle wynosi czas

relaksacji T 1ruchliwos¢ elektronow w miedzi?
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10.2. Oszacowac $rednig predkos¢ ruchu elektronéw na poziomie Fermiego oraz ich
srednig droge swobodng, jezeli energia Fermiego E.=7 eV; ¢ = 600" Q 'm"' i
n, = 8.5010% p,73.

10.3. Dla zlota Au liczba Lorenza przy T = 100C jest réwna L= 2.40010°°
W Q /K*. Natomiast przy 7 = 0°C liczba Lorenza L= 2.35010"° WQ /K?*. Z czym moze
by¢ zwigzane zmniejszenie liczby Lorenza?

10.4. Wykaza¢, ze po wprowadzeniu statycznej stalej dielektrycznej ¢, = €,,(0) i
wysokoczestosciowej granicy €, = €,(®) wzdér na przenikalno$¢ dielektryczna €, (W)
mozemy zapisa¢ w postaci

0,

E @)=¢,t(€,-¢,) > (10.48)

We-w’-iyw
Wskazéwka: Skorzystaé ze wzoru (10.45) oraz wzoru ¢ ,(@ )= 1+ 0 ,(@).

10.5. Korzystajac ze wzoru (10.48) wykaza¢, ze w przypadku Jw << \wé - w 2‘ czesé

urojona przenikalnos$ci dielektrycznej moze by¢ opisana wzorem

W = ) 0, _ (w)?
eel(w)_(gst gm)(wg_wz)z[yw (wg_wz)z]

10.6. Wykaza¢, ze zalezno$¢ przenikalnosci dielektrycznej gazu -elektrondow

swobodnych od czgstotliwosci pola elektrycznego okresla wzor
ne’

tw)=1- . 10.49
@) me W > ( )

10.7. Powyzej plaszczyzny z= 0 znajduje si¢ gaz swobodnych elektronow. Dla
dwoéch dowolnych punktéw (jeden punkt - wewnatrz gazu (z> 0) a drugi na zewnatrz
(z < 0)) potencjat pola elektrycznego spetnia rownanie Laplace'a A¢ = 0.

a) Udowodni¢, ze rozwigzanie rownania Laplace'a ma postaé
¢ (x,z)= Alcos(kx)le ™ .
b) Wykaza¢, ze natezenie pola elektrycznego ma sktadowe
E_ = kADsin(kx)0e © E =0 E. = kAlcos(kx)De ™ .

3 3
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c) Pokazaé, ze dla tego zeby byt spetniony warunek ciagglosci skladowej normalne;j

wektora ) na plaszczyznie z = 0, musi zachodzié € (0 )= -1,
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