Wyklad 8

Zjawiska transportu w cialach stalych

Wiele waznych zjawisk w ciatach statych, takich jak przewodnictwo cieplne albo
przewodnictwo elektryczne, dyfuzja czasteczek (atoméw) itd. jest zwiazane z ruchem
elektronow, czasteczek (jonow) w ciele stalym. Zaczniemy rozwazanie tych zjawisk
transportu z przewodnictwa cieplnego.

Cieplne wlasciwosci krysztalow. Prawo Dulonga — Petita.

Model Einsteina. Statystyka Bosego — Einsteina

W roku 1819 francuscy fizycy P.Dulong i A.Petita wykryli, Ze w temperaturach
pokojowych (i wyzszych) molowe ciepto wlasciwe ciat stalych nie zalezy od temperatury i dla

wszystkich ciaf jest rowne C, =3R . Tu R= N ,k jest stata gazowa, k - stata Boltzmanna;

N, - liczba Avogadra. Prawo Dulonga — Petita znajduje proste objasnienie w ramach
uproszczonego modelu Einsteina drgan sieci krystalicznej. Zgodnie z tym modelem energia
sprezysta krysztatu zawierajacego N atomow sklada si¢ z energii 3N normalnych drgan —
fonondw, o tej samej czestosci W. Energia kazdego z fonondéw okreslona jest wzorem dla

oscylatora harmonicznego

En=MMn+%). (8.1)

Poniewaz mamy do czynienia z zespotem takich samych fonondéw, nie mozemy jednoznacznie

powiedzie¢, ktory z fonondw znajduje si¢ w okreSlonym stanie o energii £,. Zamiast tego

mozemy tylko okre$li¢ prawdopodobienstwo P, znalezienia oscylatora w stanie E,. W

mechanice statystycznej udowodniono, ze prawdopodobienstwo tego, ze energia oscylatora

wynosi E, jest dane rozktadem Boltzmanna (znanym takze jako rozktad kanoniczny)

P :_e—En/kT ) (82)

Tu T - temperatura krysztalu, a Z jest tak zwana suma statystyczna:

_ -E, /KT
Z=3Xe . (8.3)
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Suma statystyczna odgrywa wazna role w fizyce statystycznej, poniewaz wiele wielkosci
statystycznych w prosty sposob wyraza si¢ przez sumeg statystyczna. Na przyktad $rednia
warto$¢ energii oscylatora, okres§lona wzorem

ZEne_ﬁE”
(E) = T ) (8.4)

gdzie B =1/kT , moze by¢ zapisana, przez sumg statystyczna, w postaci

(E) :—%mz . (8.5)

Przed tym jak znalez¢ $rednia energia oscylatora harmonicznego, zauwazmy, ze ze

wzoru (8.1) wynika, iz $rednia energia oscylatora wynosi
1
(E) = hw(E +(n)) . (8.6)

Tu

Zn@_ﬁE”
<l’l> :”T )

(8.7)
jest warto$¢ oczekiwanej liczby kwantowej 7 oscylatora bedacego w rownowadze termiczne;j
w temperaturze 7 .

Obliczymy teraz Srednia energia jednego oscylatora, korzystajac ze wzoru (8.3):

- et/ o B2

Z = ;e = I—CW . (88)

. - _1-q"

Tu skorzystaliSmy ze wzoru na sume postgpu geometrycznego: S, = Z q = I .
= -q
Po podstawieniu (8.8) do (8.5) otrzymujemy
0 1 1
E)y=——InZ =ho(=-+

(E)==35 W+ ) (8.9)
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Poréwnujac wzory (8.6) 1 (8.9) znajdujemy nastgpujacy wzor na warto$¢ oczekiwanej

liczby kwantowe;j <n> oscylatora

1

(n) ek ] (8.10)

Ze wzoru (8.10) wynika, ze przy 7 — 0 mamy <n> — 0. Natomiast, przy kT >>hw

mamy <n> — 0 Rozktad (8.10) okreslajacy $rednia liczbg czastek w danym stanie, gdy nie

istnieja ograniczenia na ta liczbg, nosi nazwe rozktadu (albo statystyki) Bosego — Einsteina.
Czastki podlegajace statystyce Bosego — Einsteina nazywamy bozonami. Z mechaniki
kwantowej wiemy, ze wszystkie czastki o catkowitym spinie sa bozonami. Wigc termicznie
wzbudzony gaz fononéw jest przyktadem idealnego gazu bozonow.

Zastosujemy teraz wzér (8.10) do obliczenia ciepta wlasciwego gazu fononow.
Rozwazmy najpierw przypadek bardzo wysokich temperatur (k7 >>hw). W temperaturach

hw! kT

wysokich e ~1+hw/ kT , a zatem $rednia liczba fononow jest rowna: (n) = kT/hw >>1.

Po podstawieniu tego wyniku do (8.6) otrzymujemy, ze $rednia energia jednego oscylatora
wynosi (E) = kT | a dla ukladu 3N oscylatorow - U =3N(E) =3NkT . Poniewaz pojemno$¢

cieplna C, przy stalej objetosci ciala jest okreslona wzorem

ou
C,=— 8.11
TR (8.11)
otrzymujemy
C, =3Nk . (8.12)

Dla jednego mola substancji liczba N jest rowna liczbie Avogadra N,, a N,k =R, gdzie R

- stata gazowa. Wigc dla jednego mola substancji ze wzoru (8.12) otrzymujemy
C, =3R | (8.13)

co jest zgodne z prawem Dulonga — Petita.

Z doswiadczen wynika, jednak, ze w niskich temperaturach (rzedu kilkanascie
Kelwinow) C, staje sie zaleze¢ od temperatury (rys.8.1), bedac proporcjonalng do 73, przy

czym wspotczynnik proporcjonalnosci zalezy od budowy ciala.
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Rozwazmy teraz przypadek bardzo niskich (A7 << hw) temperatur. Pomijajac we

wzorze (8.10) w mianowniku jedynke, ze wzoru (8.9) mamy

1 .
(E) =Jhwthol e (8.14)
Korzystajac ze wzoru (8.14) dla molarnej pojemnos$ci cieplnej — ciepla wiasciwego,
otrzymujemy
d(3N (E
c, ZdONAED _ 3 O oronr (8.15)
dT OkT O
1,.0F
a5
3N osf
0 015 1',0 1',5 2‘,0
Yo

Rys.8.1. Zalezno$¢ sieciowego ciepta wlasciwego od temperatury

Latwo udowodni¢, ze C, zmierza do zera, gdy temperatura dazy do zera. Zbiezno$¢ ta jest
jednak silniejsza niz doswiadczalna. Nie zgodno$§¢ modelu Einsteina z danymi
doswiadczalnymi przy niskich temperaturach wynika z zatozenia jednakowej czgstosci drgan
fononow. Jest to dobre zatozenie dla fonondw optycznych, ktére sa wzbudzone przy wysokich

temperaturach. Z tego mamy zgodno$¢ teorii i eksperymentu przy wysokich temperaturach.
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Przy niskich temperaturach natomiast sa wzbudzone przede wszystkim tak zwane fonony
akustyczne, majace mniejsza energi¢. Czgstosci drgan fonondw akustycznych leza w znacznie
szerszym zakresie, a zatem zatozenie jednakowej czgstosci drgan fononow przy niskich

temperaturach Zle opisuje rzeczywistosc.

Model Debye’a. Widmo drgan sieci krystalicznej

Debye udoskonalit model Einsteina zaktadajac, ze

* czgstosci drgan fonondw sa proporcjonalne do wartosci wektora falowego

a):U‘/;

: (8.16)

Zatozenie to jest zadowalajace tylko przy bardzo niskich temperaturach, dla ktorych

wzbudzone sa tylko dtugofalowe fonony (£ — 0);

* jednemu wektorowi falowemu odpowiadaja trzy fonony, spolaryzowane we wzajemnie
prostopadtych kierunkach. Predkosci U fonondéw obu typoéw polaryzacji moga by¢
rozne.

Nawet przy tych upraszczajacych zatozeniach obliczenie $redniej energii drgan sieci

_ ~ [l 1
<E> B Zhw(k)% + ehw(E)/kT -1 E (8-17)
jest procedurg praktycznie niewykonalna. Dla obliczenia (8.17) Debye sprowadzit sumowanie

w (8.17) do catkowania, wprowadzajac widmo drgar sieci D(W)

_ how
<E> _Iehw/kT _lD(w)dw : (8.18)
Tu pomingliSmy w (8.17) mato znaczaca energi¢ drgan zerowych.
We wzorze (8.18) czton D(w)dw okreéla liczbe fonondéw dn o czestosciach lezacych

w przedziale (w, w+d a)) 1 jak wykazat Debye’a ma on bardzo prosta postac

2
dn = D(@)dw="""dw (8.19)
wD
Tu
w, =Ulk, (8.20)
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nosi nazwe czestosci Debye'a 1 jest to maksymalna czgstos¢ drgan cieplnych.

Wprowadzajac oznaczenie (temperature Debye'a)

r, =M% 8.21)
k
1 biorac pod uwagg (8.19), zapiszmy wzor (8.18) w postaci
3(kT)4 " (8.22)
(ha) )’ I e’ —1 ’ '

Tu x=hw/kT ,a x, =hw, /kT =T, /T .

Analityczne obliczenie catki mozliwe jest tylko w przypadku bardzo wysokich, albo
bardzo niskich temperatur. Dla posrednich warto$ci temperatur warto$¢ tej catki jest podana w
tablicach funkcji specjalnych.

W przypadku bardzo wysokich temperatur k7 >>hw,, czyli T >>T, , przedzial
catkowania jest bardzo maty i na calej jego dlugosci jest stuszne przyblizenie: e¢* =1+x .

Wtedy ze wzoru (8.22) otrzymujemy

34T X
(E)= (;.fw )) %—kT, (8.23)

co pokrywa si¢ ze wzorem otrzymanym przez nas dla modelu Einsteina.
W przypadku bardzo niskich temperatur k7' << hw,,, czyli T <<T, , gorny przedziat

catkowania mozemy przesuna¢ do nieskonczonosci. Wtedy ze wzoru (8.22) otrzymujemy

(E) = 3k m* n“kDT_“

. 8.24
(haw,)’ 15 5 T > (8.24)
Tu uwzglednilismy, ze J’x3dx f(e* =1)=m" /15,
0
Dla uktadu 3N, oscylatoréw energia $rednia wynosi
3N km
U=3N,(E)= —5 T3 , (8.25)

98



skad dla ciepta wlasciwego otrzymujemy

4
c, =4V 12 vl B (8.26)
ar 5 :

Otrzymana proporcjonalno$¢ przy niskich temperaturach C, do 73 jest zgodna z danymi

doswiadczalnymi 1 ten wynik jest jednym z najwazniejszych sukcesoéw wczesnej fizyki ciata
stalego.

Gaz Fermiego elektronow swobodnych. Energia Fermiego

Wiele wlasciwosci fizycznych metali 1 poiprzewodnikéw mozna wyjasni¢ na
podstawie prostego modelu gazu swobodnych elektronéw, wprowadzonego w roku 1933
przez Sommerfelda 1 Bethego. W modelu tym elektrony walencyjne atomow metalu lub
potprzewodnika przemieszczaja si¢ w obszarze probki w sposdb mniej lub wigcej swobodny.

Najpierw przypomnimy jak mechanika kwantowa opisuje ruch elektronu swobodnego.

Stacjonarne rownanie Schrodingera dla elektronu swobodnego ma postaé

_ hZ l:p2w N aZl// N aZw

— Ey . 8.27
2m E‘Oxz dy> 0z’ v (8.27)
Rozwiazanie rownania (8.27) bedziemy szukali w postaci
W(F) = A" = Alexplilk x+k,y+k.z)] | (8.28)
Po podstawieniu (8.28) do (8.27) znajdujemy
h’ hk’
—\kZ+ k> +k? = =FEyY . 8.29
A e =ty = By (8.29)
Skad dla poziomdw energetycznych elektronu otrzymujemy
272
E, = 'k (8.30)
2m

Ze wzoru (8.30) widzimy, ze widmo energetyczne elektronu swobodnego jest widmem

ciaglym. Latwo sprawdzi¢, ze funkcje falowe (8.28) sa wtasnymi funkcjami operatora pedu

elektronu ( f) =—in[]). Istotnie
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P%(eﬂa‘-) - _l-hi(ei/?f) = hk 2% (8.31)

A zatem dla swobodnego elektronu w stanie stacjonarnym £, ped elektronu jest dobrze
okreslony i jest réwny p = hk .

Ze wzoru (8.30) wynika, ze powierzchnie statej energii elektronu swobodnego (
E, =const) sa kulami w przestrzeni wektorow falowych k. Wiemy, ze w krysztale
dozwolone wektory falowe j leza w przedziale pierwszej strefy Brillouina i dla skonczonego
krysztahu, zawierajacego N komorek elementarnych, gesto$é rozmieszczenia wektorow g w
pierwszej strefie Brillouina wynosi V /(27)°, gdzie V - objetos¢ krysztatu. Elektrony
posiadaja spin 1/2, a zatem sa czastkami, ktére nazywamy fermionami. Dla wszystkich
fermionéw obowiazuje zakaz Pauliego. A to oznacza, ze w stanie okreslonym wektorom
falowym k moga znajdowaé sie tylko dwa elektrony o przeciwnie skierowanych spinach.

Zakaz Pauliego powoduje, ze w stanie podstawowym (tj., gdy 7 =0) gazu elektronow

swobodnych elektrony obsadzaja kolejno poziomy energetyczne, zaczynajac od pozioma z

k =0 do jakiego$ gérnego poziomu. Ta goérna granica, ktéra przy 7 =0 oddziela stany

obsadzone od stanéw nie obsadzonych nazywa sie energiq Fermiego (E,) dla zerowej

temperatury.

Rozklad Fermiego-Diraca

Jezeli temperatura probki nie jest zerowa, to czg$¢ elektronow wskutek termicznego

wzbudzenia bgdzie obsadzata stany o energii wigkszej niz energia Fermiego. W tym

przypadku (I’ #0), jak udowodniono w fizyce statystycznej, prawdopodobienstwo

obsadzenia poziomu o energii €; okresla wzor

1
()= 1) = e (8.32)

te
Rozktad (8.32) nazywa si¢ rozktadem Fermiego — Diraca.
We wzorze (8.32) wielkos¢ M nosi nazwe potencjatu chemicznego. Sens potencjatu
chemicznego H w przypadku gazu elektronéw swobodnych jest najlepiej widoczny w

granicznym przypadku 7 =0. Wtedy prawdopodobienstwo obsadzenia stanow jest przy
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T =0 funkcja schodkowa (rys.8.2): f(€,)=1dla g <E. i f(£)=0dla g >E}.Zewzoru

(8.31) wynika, Ze ten rozktad ma taka sama wtasciwos¢ przy 7 =0, jezeli

U=E" . (8.33)

210 ) 1 1 1 1 L T
Te=E/k=5-10°K

1,0 —

0,5+

prawdopodobieristwo obsadzenia
/

energia dzielona przez statg Boltzmanna E/k (-1O4K)

Rys.8.2. Funkcja rozktadu Fermiego — Diraca w r6znych temperaturach

Ze wzgledu na rownos¢ (8.33) czgsto w rozktadzie Fermiego — Diraca pisza energi¢ Fermiego

zamiast potencjatu chemicznego

1
JE) = T (8.34)

Nalezy zwroci¢ uwage, ze rownos¢ (8.33) jest stuszna tylko przy 7 =0, a zatem stosujac w
rozktadzie (8.34) zamiast H ,,poziom Fermiego” musimy pamietaé, ze taki poziom Fermiego
jest wtedy wielkoscia zalezna od temperatury.

W wyzszych temperaturach rozktad Fermiego — Diraca staje si¢ rozmyty w okolicy energii
Fermiego. Szeroko$¢ obszaru, na ktorym odchylenie rozktadu Fermiego — Diraca od funkc;ji
schodkowej jest znaczace, jest rzedu 247 (rys.8.2). Z tego wynika, ze w miar¢ podnoszenia
temperatury probki tylko niewielka liczba elektronow jest wzbudzona. Odstgpstwo w
zachowaniu si¢ gazu fermiondéw od klasycznego gazu czastek Maxwella-Boltzmanna nosi

nazwe degeneracji gazu. Parametrem degeneracji gazu /1 jest wielko$¢
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H

8.35
e (835)

,7:

gdzie H jest potencjatem chemicznym czastek.

Jezeli N<<1, czyli M <<kT, to tatwo wykazaé, ze rozklad Fermiego - Diraca

przechodzi w klasyczng funkcjg rozktadu Maxwella - Boltzmanna

E

P(E) = Aléx B——E 8.36
(E) PU T E (8.36)
Jezeli N >>1, czyli U>>kT | to gaz czastek Fermiego nie podlega statystyce
klasycznej Maxwella-Boltzmanna. Dla metali w calym dostgpnym przedziale temperatur
ponizej temperatury topnienia parametr /7 >>1, a zatem gaz elektronowy metali jest gazem

silnie zdegenerowanym. Fakt ten, jak zobaczymy po6zniej, ma istotne konsekwencje, np. dla

wlasnosci cieplne metali.

Kula i temperatura Fermiego
Energii Fermiego, zgodnie z (8.30) odpowiada maksymalny wektor falowy IEF , ktory

nosi nazwe¢ wektora falowego Fermiego. Dhugos¢ wektora falowego EF tatwo obliczy¢ z
roOwnania
m V
k3H:BZEI—H=nDV ) 8.37
03 00 8m O (8:37)
Tu 7 - koncentracja elektronow swobodnych w probce.

Ze wzoru (8.37) otrzymujemy nast¢pujacy wzor na warto$¢ k,, ktora nosi nazwe

promienia kuli Fermiego
ky =3 @) . (8.38)
Po podstawieniu (8.38) do (8.30) otrzymujemy dla energii Fermiego nastgpujacy wzor

2
E, = h—(37‘[2 [k

- (8.39)

)2/3
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Energia Fermiego dla metali jest rzedu kilku eV i w normalnych temperaturach jest znacznie

wigksza niz k7. Aby jeszcze bardziej to uwidoczni¢, wprowadzaja pojecie temperatury

Fermiego: T, = E, / k . Dla wigkszo$ci metali T, =10°K .

Funkcja gestosci stanow elektronéw swobodnych

272
Jednej wartosci energii elektronowej, E, :2—, odpowiada prawie nieskonczona
m

liczba stanow elektronowych dla ktoérych ‘k ‘ =const , a kierunek wektora f w przestrzeni

wektorow falowych jest dowolny. Zdefiniujmy funkcje gestosci standéw elektronowych g(E),
taka ze g(E)dE roéwna sig liczbie stanow elektronowych o energiach lezacych w przedziale (
E,E+dE). W celu wyznaczenia funkcji g(E) podzielimy kule Fermiego na warstwy
sferyczne o gruboéci dk. Objetosé takiej warstwy wynosi dQ =d (47K’ /3) =47k’ dk .
Poniewaz na jeden wektor falowy w przestrzeni odwrotnej przypada objetos¢ (877 /V , gdzie

V' - objetos¢ krysztatu), dzielac dQ przez 87 /V otrzymujemy liczbg wektorow falowych,

znajdujacych si¢ w warstwie o promieniu k& i grubos$ci dk :

V
dn=—k’dk . 8.40
2 (8.40)
272
Biorac pod uwage wzor E, = znajdujemy
1 m /2
kP dk =~ H JVE WE . (8.41)
20n° O

Po podstawieniu (8.41) do wzoru (8.40) otrzymujemy

an=—" E@g JE GE . (8.42)

Poniewaz jednemu wektorowi falowemu, zgodnie z zakazem Paulego, odpowiadaja dwa
stany, liczba stanow elektronowych bedzie w dwa razy wigksza, czyli 2 [dn. Wobec tego dla
funkcji gestosci standw elektronowych mamy (rys.8.3)
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n.2

/2
@(E)dE = 2(iin = BZ—’"H JE UGIE . (8.43)
2’ Oh? O

EIL

NN _ 4

B 1 2kT

©

‘©

]

[

1]

0 >
DIEg) D-f

gestost stanéw x prawdopodobieristwo

Rys.8.3. Funkcja rozktadu D(E)

Otrzymali$my, wiec wzor na funkcje g(E), ktdra okresla jak sa roztozone wzdtuz osi energii
stany, ktore moga by¢ obsadzony przez elektrony. Obsadzenie tych stanéw okresla rozktad

Fermiego — Diraca, a zatem ggstos¢ stanow obsadzonych przez elektrony okresla funkcja

G(E)dE = g(E)f(E)dE | (8.44)
gdzie funkcja f(E) opisuje rozklad Fermiego - Diraca

1
S(E) = T PEE (8.45)

Zadania do Wyktadu 8

1. Udowodni¢ wzor (8.18).
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2. Wyprowadzi¢ wzory na funkcj¢ gestosci stanow dla tancucha jednoatomowego
zaktadajac, ze w = v [k . Okresli¢ czgstotliwo$¢é Debye'a.

3. Korzystajac z wynikéw zadania 2 wyprowadzi¢ wzor na molowe ciepto wiasciwe.

3. Zakladajac, ze dla wiekszosci metali T, =10*K obliczyé parametr degeneracji
gazu elektronowego w temperaturze pokojowe;.

4. Wykaza¢, ze 11 <<I rozktad Fermiego - Diraca oraz rozklad Bosego - Einsteina
przechodza w klasyczny rozktad Maxwella - Boltzmanna.

5. Udowodni¢, ze funkcja ggstosci stanéw elektrondw swobodnych w przypadku

jednowymiarowym ma postac

_1em /2L
g(E)—NE%Q .

6 Udowodni¢, ze energia kinetyczna gazu trojwymiarowego N elektronow, w

temperaturze 0 K, wynosi

Ekin :§N|I‘F .

7. Wykazaé, ze w rozktadzie Fermiego - Diraca przy U >>kT potencjal chemiczny
pokrywa si¢ z energia Fermiego

2/3

U=E) :21—2(3712 Bz)
m
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