Wyklad 7

Struktura pasmowa cial stalych

W odréznieniu od atomoéw i molekut struktura poziomoéw energetycznych elektronow
w ciatach stalych ma posta¢ pasm. Istnienie w ciele statym pasm energetycznych daje

mozliwo$¢ wytlumaczy¢ podziat ciat statych na metali, poétprzewodniki i izolatory.

Rys.7.1 Schemat powstawania energetycznych pasm w ciele statym

Mechanizm powstawania pasm energetycznych mozna zrozumie¢ na podstawie

prostych rozumowan. Przy omawianiu wigzania kowalencyjnego w molekule /1, zlozonej z
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dwoch atoméw wodoru, widzieliSmy, Zze energetyczny stan podstawowy H, sklada si¢ z
dwoch poziomdéw energetycznych, ktore powstaja z dwoch pozioméw 1s pojedynczych
atoméw wodoru w wyniku oddzialywania elektronow ls z jadrami atomoéw wodoru oraz
migdzy soba.

Mozna udowodni¢, ze w przypadku uktadu ztozonego z N atoméw wodoru
energetyczny stan podstawowy bedzie sktadat si¢ z N blisko siebie polozonych dyskretnych
poziomow. Poniewaz w ciele statym N =107, zbiér z N blisko siebie polozonych
dyskretnych pozioméw tworzy prawie ciagly zbior, ktoéry nazywamy pasmem.Ogdlnie,
zblizanie do siebie N jednakowych atoméw na odlegtosé, przy ktorej funkcje falowe ich
elektrondow zaczynaja zachodzi¢ na siebie, prowadzi do powstawania pasma ztozonego z N
blisko siebie potozonych dyskretnych poziomow (rys.7.1).

Dla uwzglednienia oddziatywan elektronéw mig¢dzy soba i1 z jonami sieci krystalicznej
stosuja szereg roéznych przyblizen. W przyblizeniu silnego (albo ciasnego) wiqzania zaktada
sig, ze energia wigzania elektrondow w atomie jest znacznie wigksza od energii wiazania
migdzyatomowego. Wskutek tego elektrony sa silnie zlokalizowane w sieci i w duzym
stopniu zachowuja wlasno$ci, ktére mialty w atomach swobodnych. Przyblizenie silnego
wiazania dobrze opisuje zachowanie w cialach stalych elektronow powtok wewngtrznych
atomow. Elektrony powlok zewngtrznych sa stabo zwiazane z jadrami atoméw 1 dla tych
elektronow walencyjnych dobrym przyblizeniem jest przyblizenie stabego wigzania. W
przyblizeniu stabego wiazania elektron jest traktowany jak prawie swobodny elektron
poruszajacy si¢ w stabym okresowym pole elektrycznym sieci krystalicznej. Zilustrujemy

teraz jak w modelu silnego wigzania powstaja pasma energetyczne.
Model silnego wigzania powstawania pasm energetycznych

W przypadku silnego wiazania, gdy energia kinetyczna elektronow jest znacznie
mniejsza niz energia potencjalna oddziatywania elektronéw z polem jader, elektrony w duzym

stopniu zachowuja wlasnosci, ktére miaty w atomach swobodnych. W tym przypadku jest

oczywistym sprobowaé poszukaé wlasnych funkcji elektronéw &,(7) w postaci liniowej

kombinacji atomowych funkcji elektronéw (metod LCAO)

g, = " ,(F-R,) (7.1)
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Tu ¢.(F - ﬁn) jest funkcja wlasna Hamiltonianu H, atomu swobodnego, znajdujacego sie¢ w

wezle sieci, okreslonym wektorem R,
Hy$,(F =R)=E$,(F=R,) . (72)

Przypus¢my teraz, ze Hamiltonian elektronu w krysztale mozemy zapisaé w postaci

(przyblizenie jednoelektronowe)

H=H,+V(Fi-R)) . (7.3)

Tu wyraz V(r —Rn) opisuje zaburzenie, ktore powstaje wskutek oddziatywania elektronu z

pozostatymi atomami sieci krystalicznej. Energi¢ elektronu w krysztale znajdziemy jako

srednia warto$¢ Hamiltonianu (7.3)

o WilHly,)
E(k)=—FF—" 7.4
(k) w0, (7.4)
Obliczymy najpierw mianownik w (7.4)
(W, |w,) Ze” " 8,10.,)=N | (7.5)
Tu zalozylismy, ze (9, |@. ) =0, .
W podobny sposob dla licznika w (7.4) mamy
W lHw)=5 "9, |He,)
. (7.6)

V6.)

V| ¢in > + Z eil?(km—km)<¢in

ntm

= NEz + Z <¢in

Wskutek symetrii translacyjnej element macierzowy 4; = —<¢,-n V|¢,«,,> nie zalezy od 7.

Jezeli w ostatnim czlonie w (7.6) rozwazmy tylko najblizsze sasiedzi i1 przypusémy, ze dla

najblizszych sasiadow B, = ~(@,, [V'|@,,) (n % m), to wzér (7.6) mozemy zapisaé w postaci
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e o . (7.7)

Suma po ™ zawiera tylko te wartosci, dla ktérych Rm opisuje najblizszych sasiadow wezta

okreslonego wektorem En. We wzorze (7.7) wielkosci 4; i B; sa dodatnie, poniewaz funkcja
potencjalna V' dla sit przyciagania jest funkcja ujemna. Po podstawieniu (7.5) i (7.7) do

wzoru (7.4) otrzymujemy

E; (l;) =E -4 -B z M) . (7.8)

Jezeli rozwazmy prosta sie¢ regularng dla ktorej

R, - R, =(£a.,0,0);(0,24,0);(0,0,%a) ,

4EVI(r) $E 4E

128,
4

g T T T
0 @ "o i 2 3]k
(odlegtosé) wektor falowy k wzdtuz kierunku [111]

a b c

Rys. 7.2.. Powstawanie pasm w modelu silnego wiazania
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to ze wzoru (7.8) otrzymujemy

E.(k)=E, - A —2B,(cosk,a +cosk,a+cosk.a) . (7.9)

We wzorze (7.8) wielkoéci 4; i B; zaleza wprost proporcjonalne od przekrywania pomigdzy
funkcjami falowymi sasiadujacych atoméw. A zatem, szeroko$¢ pasma energetycznego rosnie
ze wzrostem przekrywania pomig¢dzy odpowiednimi funkcjami falowymi sasiadujacych

atoméw. Ze wzoru (7.9) widzimy, ze w trakcie tworzenia krysztatu, kiedy atomy zblizaja si¢

do siebie, poziom atomowy E; staje si¢ pasmem energetycznym. Srodek pasma jest obnizony

o 4; w stosunku do E|, a szeroko$¢ pasma energetycznego wynosi 12B; (rys.7.2).

Przewodniki, izolatory, polprzewodniki

Oddziatywania miedzy N atomami jednego rodzaju w krysztale powoduja, ze poziom

energetyczny E; swobodnego atomu rozszczepi sie na N standéw (rys.7.1). Stany te tworza

kwaziciagte pasmo, ktére, zgodnie z zasada Pauliego, moga zosta¢ obsadzone przez 2N
elektronow. W zaleznos$ci od tego jak sa obsadzone poziomy réznych pasm, wszystkie ciata
stale mozna podzieli¢ na przewodniki, izolatory i potprzewodniki.

Rozwazmy dwa pasma ciata stalego (rys.7.3). Pasmo dolne jest zbudowane z
elektrondw znajdujacych si¢ na zewnetrznych — walencyjnych powtokach atomoéw. To pasmo
nazywa si¢ pasmem walencyjnym. Pasmo lezace powyzej pasma walencyjnego nazywamy

pasmem przewodnictwa.

Pasma energetyczne

energia

izolator metal ' péimetal pélprzeWodnik pélprzewodnik

Rys. 7.3. Przewodniki, izolatory, potprzewodniki
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Oznaczmy goérng warto$¢ energii pasma walencyjnego przez E,, a dolng warto§¢

energii pasma przewodnictwa oznaczmy przez E.. Jezeli pasmo przewodnictwa jest

czeSciowo obsadzone przez elektrony, to ciato state jest przewodnikiem. Zewngtrzne pole
elektryczne wywotuje przej$cia elektron6w na swobodne poziome energetyczne w pasmie
przewodnictwa i w ciele bgdzie plynal prad. Jezeli pasmo walencyjne jest catkowicie
zapetnione, a w pasmie przewodnictwa brak swobodnych elektronow, to mamy do czynienia z
izolatorem. Bez wzbudzenia zewngtrznego (ogrzewanie probki, napromieniowanie,
wprowadzenie domieszek 1 td.) izolator nie bedzie przewodzit pradu elektrycznego.

Sposrod przewodnikow 1 izolatorow szczegdlne miejsce zajmuja pOlprzewodniki.

Umownie przyjeto uwaza¢ za podiprzewodniki substancje w ktérych szeroko$¢ pasma
wzbronionego jest mniejsza niz AE = E. —E, <3eV . Za izolatory uwaza si¢ substancje w
ktorych szerokos$¢ pasma wzbronionego jest wigksza od 3el .

Dynamika elektronow w krysztale. Masa efektywna elektronu

Jak wiemy z podstaw fizyki atomowej stan elektronu opisuje funkcja falowa. Ruch
elektronu w krysztale jako czastki okresla predkos¢ grupowa U fali elektronowej, ktora jest

okreslona wzorem

0wxk) ; , 9k) ; , 0wk) | 1 OEGR) ;| OE() 5 L OE(K) ;1 (7
ok. * ok ' ok - ok ' ok -

0=
n- ook,

X y z y z

Tu E(k) - zalezno$é energii elektronu od wektora falowego f .

Dla elektronu swobodnego E(k)=p’/2m =h’k”>/2m (tu skorzystaliémy ze wzoru

de Broglie’a: p=n &, gdzie ‘E‘ =211/ A), a zatem ze wzoru (7.10) otrzymujemy dobrze

znany z mechaniki wzor

(7.11)
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W krysztale zalezno$¢ E(l;) ma bardziej skomplikowana posta¢. Biorac pod uwage (7.10)

zapiszmy

_0r, _ 1 9E(k) o
U, = % "7 ok (i=x,,2) . (7.12)
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Ze wzoru (7.12) otrzymujemy

1

Ok, _ 1 (k)
o n o

(7.13)

Przypu$émy teraz, ze na elektron dziala sila zewnetrzna F (to moze by¢ na przyklad pole
elektryczne), ktora powoduje przesunigcie elektronu o dr . Zmiana energii elektronu jest

réwna pracy wykonanej przez sifg, tj.
dE = F ¥ . (7.14)
Rozwazajac energi¢ E jako funkcje 7 zapiszmy wzor (7.14) w postaci

oF OF oF

dE =—dx+—dy+—dz =F.dx+F dy+F.d
axxayyazz LOXT L ay T Foaz (7.15)
Skad znajdujemy, ze
0E
F =—
AP (7.16)

Poréwnujac (7.13) 1 (7.16) widzimy, ze

%:15 . (7.17)
ot h

Korzystajac ze wzordéw (7.12) oraz (7.17) dla pochodnej po czasie od sktadowejV; predkosci

grupowej elektronu (czyli dla przyspieszenia g = ¢ ) otrzymujemy

ok, 9°E(k
a,=0,=2y 200 g |
hé o Okok, 4 mj

Y i

(i=x,3,2), (7.18)

gdzie

hZ
m)=———
" 9’E(k)/0k,0k,

(7.19)

nazywa si¢ tensorem masy efektywnej. Tensor masy efektywnej jest symetrycznym tensorem (

o_—

m; —mﬁ) drugiego rzedu, a zatem zawsze moze by¢ sprowadzony do tak zwanych osi
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glownych tensora. Zwrdé¢my uwagg, ze tensor masy efektywnej jest okreslony w przestrzeni

wektorow k , czyli w przestrzeni sieci odwrotnej. W uktadzie osi gtéwnych pozostaja

niezerowymi tylko elementy mE— =m; 0,, a zatem w ukladzie osi gléwnych tensora masy

efektywnej ze wzoru (7.18) otrzymujemy

F =m, . (7.20)

b Elk) $EK)

®»
o

=V

Rys.7.4. Zalezno$¢ masy efektywnej elektronu od &

Wzor (7.20) jest podobny do rownania Newtona. Roznica polega na tym, ze teraz dla

kazdej skladowej wektora sity F istnieje swoja masa efektywna m,. Wiemy ze masa
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(,,zwykta”) zawsze musi by¢ wielko$cia dodatnia. Natomiast masa efektywna moze by¢ jak
dodatnia, tak i ujemna (rys.7.4). Gdy m" <0 (gorna cze$¢ pasma energetycznego) elektron
porusza si¢ tak jakby miat tadunek dodatni. Wprowadzenie pojecia masy efektywnej
umozliwia korzystanie ze zwyklych wzordéw, mechaniki okres$lajacych ruch -elektronu

swobodnego, zamieniajac w tych wzorach zwykla mas¢ na maseg efektywna.
Rezonans cyklotronowy

Znak 1 wartos¢ masy efektywnej elektronu w krysztale mozna zmierzy¢,

wykorzystujac w tym celu zjawisko rezonansu cyklotronowego. W polu magnetycznym o

indukcji B tadunki elektryczne poruszaja sie po linii Srubowej, ktorej o$ jest rownoleglta do

wektora B . Role sity dosrodkowej odgrywa tutaj sita Lorentza ‘F ‘ =qBU =qBwlt (gdzie r

- promien zwoju linii §rubowej, U - wartos¢ sktadowej predkosci tadunku ¢, prostopadtej do
wektora B). Przyrownujac site Lorentza do sity dosrodkowej (m"w?r) otrzymujemy na
czestotliwos¢ cyklotronowq wzor

_ W _ ¢gB
vV, =—= 5 .
21T 27m

(7.21)

Jezeli teraz na krysztal w kierunku prostopadtym do B skierowaé kotowo spolaryzowana fale
elektromagnetyczna, to dla czgstosci V =V, nastgpujg rezonansowe pochtanianie energii fali
— rezonans cyklotronowy. Réznica w zachowaniu ujemnych i dodatnich tadunkéw polega na

tym, ze beda one wirowaé w przeciwnych kierunkach. Znajac V¢ i B tatwo obliczy¢ (q/m").

Zadania do Wyktadu 7

1. a) Udowodni¢, ze krysztat zlozony z atoméw litu jest przewodnikiem. b)
Konfiguracja elektronowa amonu berylu jest 1s*2s*. Jak wytlumaczy¢, ze krysztat ztozony z
atomow berylu jest metalem.

2. Wykaza¢, ze w przyblizeniu ciasnego wiazania w krysztale o sieci regularnej

przestrzennie centrowane;j

E (k) =E, - 4, +8B,[cos(k,a/2) bos(k,a/2) os(k.a/2)] .

3. Korzystajac z wynikow zadania (7.2) pokaza¢, ze w poblizu srodka sieci Brillouina

E.(k)=E.-A -8B, + Ba*k’ .
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4. Korzystajac z wynikow zadania (7.2) pokazac, ze w poblizu naroza sieci Brillouina
E.(k)=E. - A -8B, - Ba’k* .

5. Wykaza¢, ze w przyblizeniu ciasnego wiazania w krysztale o sieci regularnej

powierzchniowo centrowane;j

E (k) =E, - 4 —4B,[cos(k,a/2) Gos(k,a/2) +
+cos(k,a/2) [bos(k.a/2) +cos(k,a/2) os(k.al2)]

6. Korzystajac z wynikow zadania (7.5) pokaza¢, ze w poblizu srodka sieci Brillouina

E(k)=E, - A -12B, + B.a’k* .
7. Korzystajac z wynikow zadania (7.5) pokaza¢, ze w poblizu naroza sieci Brillouina
E.(k)=E, —A —12B, - B.a’k* .
8. Wykaza¢, ze dla "jednowymiarowego" krysztalu w przyblizeniu ciasnego wiazania
E.(k)=E. - A —2B, cos(ka) .

9. Energia elektronu "jednowymiarowego" krysztalu w przyblizeniu ciasnego wiazania

jest okreslona wzorem (patrz zadanie 7.8)
E.(k)=FE,— A, —2B, cos(ka) .

Znalez¢ mase¢ efektywna elektronu i predkos¢ elektronu w pasmie. Przedstawi¢ wyniki
graficznie.
10. W przyblizeniu ciasnego wiazania w krysztale o sieci regularnej przestrzennie

centrowanej energia elektronu w poblizu $rodka sieci Brillouina wynosi (patrz zadanie 7.3)

E.(k)=E,—A -8B, + B.a’k” .

Znalez¢ mase¢ efektywna elektronu i predkos¢ elektronu w pasmie. Przedstawi¢ wyniki

graficznie.
11. Wyprowadzi¢ wzor (7.21) z rownan mechaniki klasyczne;j.

12. Powierzchnig energetyczna elektronu okresla wzor

E':hZEL)f +kj +£E

H 2my  2m E
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Wykaza¢, ze w przypadku, gdy stale pole magnetyczne o indukcji B jest skierowane wzdluz

kierunku [100] czesto$¢ rezonansu cyklotronowego wynosi

W, =

mDmH
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