Wyklad 6

Dyfrakcja na strukturach periodycznych

Najskuteczniejszymi metodami badania struktury krysztatow sa metody opierajace si¢
na zjawisku dyfrakcji fal elektromagnetycznych albo fal korpuskularnych (fal de Broglie’a
elektronow, neutronéw albo lekkich atomoéw). Zjawisko dyfrakcji wystepuje wtedy, gdy
dtugos¢ fali padajacego na krysztat promieniowania jest poréwnywalna ze stala sieci
krystalicznej. Oznacza to, ze energia padajacej czastki musi by¢ odpowiednio dobrana.
Wymagane zakresy energii stosowanych dla badania struktury krysztalow czastek sa
nastepujace:

dla elektronow — 10 eV + 1 keV
dla neutronow i lekkich atoméw — 10 meV + 1 eV

dla promieniowania elektromagnetycznego — 1 keV + 100 keV .

Roézne czastki oddziatuja z materia w roézny sposob, co powoduje, ze zakresy
wykorzystania czastek dla badania struktury krysztalow sa rézne. Lekki atomy oraz elektrony,
dla ktorych fala de Broglie’a jest rzedu stalej sieci, prawie nie wnikaja w glab krysztahu,
dzigki czemu dobrze nadaja si¢ do badania powierzchni krysztalu. R6znymi tez sa dla réznych
padajacych czastek centra rozpraszania. Neutrony na przyklad rozpraszaja si¢ gldwnie na
jadrach atoméw, natomiast elektrony 1 promieni elektromagnetyczne (rentgenowskie)
rozpraszaja si¢ na powtokach elektronowych. Mimo tych znacznych r6znic w mechanizmach
oddziatywania sondujacych czastek z materia, podstawowe cechy procesu dyfrakcji na
strukturach periodycznych mozna opisa¢ za pomoca teorii wspolnej dla wszystkich czastek.

Rozwazmy teraz elementarna teori¢ dyfrakcji, zaktadajac, ze punkt P tarczy do
ktorego dociera fala ptaska od zrodla Q, staje si¢ zrodtem nowej fali kulistej, ktora nie ulega
juz dalszemu rozproszeniu (rys.6.1).

Niech amplituda fali ptaskiej zrodla Q, padajacej (do rozpraszania) w punkcie P

Wynosi

AP = AoeiEOmR+F)—[wﬂt . (6.1)

Amplitude fali kulistej docierajacej do punktu B mozemy zapisa¢ w postaci
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ik QR -7)

Ay =App(?)‘eﬁ/—_7‘ . (6.2)

Tu wprowadzili$my wspotczynnik rozpraszania O(7), ktory okre$la zmiany amplitudy i fazy

fali rozproszonej wzgledem fali padajace;j.
W duzych odlegtosciach od centrum rozpraszajacego ‘13/ - 17‘ =R’ a zatem ze wzorow

(6.2) 1 (6.1) otrzymujemy

Rys.6.1. Schemat procesu rozpraszania

Ao i B R piar gy i Ra—F
A, = =2 NI e [p(7)e! BT (6.3)

R/

Dla ustalonego punktu P wektor falowy & fali rozproszonej ma kierunek (13/ -7). W

duzych odleglosciach od centrum rozpraszajacego (R’ —7) = R’, a zatem wektor falowy % ,

w dobrym przyblizeniu, bgdzie mial ten sam kierunek dla wszystkich punktow P tarczy.
Calkowita amplitude fali rozproszonej otrzymujemy catkujac (6.3) po obszarze

wypelionym materiatem tarczy

4, 0e™ p(F)e' gy (6.4)
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W doswiadczeniu mierzone jest natezenie fali rozproszonej, a nie jej amplituda
1(K)0 4, >0 J’d?p(?)e‘”Em ? (6.5)
Tu wprowadzili§my wektor
R=k k. (6.6)

W przypadku struktur periodycznych, na przykiad krysztatow, wspotczynnik rozpraszania

P(7) jest okresowa funkcja 7 , a zatem mozemy rozwina¢ P(7) w szereg Fouriera

p(F) =7 pse” 6.7)

Tu ¢ jest wektorem sieci odwrotnej krysztatu.

Po podstawieniu (6.7) do wzoru (6.5) otrzymujemy

2
1K)DO|S p, [T qy (6.8)
27
Catka we wzorze (6.8) bedzie mie¢ znaczaca wartos¢ tylko wtedy, gdy § = K :
g 0 i=K
J—et(l]—K)de =|:|V dla q_. K_. (69)
0 dla q#K

Otrzymali$my wazny wynik: rozpraszanie na sieciach periodycznych prowadzi do powstania
wiazki ugigtej tylko wtedy, gdy roznica wektorow falowych fali padajacej /20 1 rozproszonej
k jest rowna wektorowi sieci odwrotnej ¢

k,—k=q . (6.10)

Jezeli rozpraszanie jest sprezyste, to z prawa zachowania energii wynika, ze czgstos¢ (albo

dtugos¢) fali nie zmienia si¢ po rozproszeniu, a zatem zachodzi zwigzek

\1}'0\=\1€\sk . (6.11)
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Zaleznosci (6.10) 1 (6.11) nosza nazwe rownan Lauego. Roéwnania Lauego stanowia fizyczna
podstawe stosowania dyfrakcji promieni rentgenowskich oraz sprezystego rozpraszania
neutronow i elektronéw w analizie strukturalnej krysztatow.

Ze wzordéw (6.10) 1 (6.11) otrzymujemy

(K, - k) :2k2(1—cosa)=4kzsin2%=q2 . (6.12)

Skad mamy

q=2ksin% , (6.13)

Tu @ jest katem migdzy wektorami falowymi promieniowania padajacego (/go) 1

rozproszonego (k ) (rys.6.2).

Rys.6.2. Orientacja wektorow /go , k i 4§ wzgledem plaszczyzny krystalograficzne;

Wczesniej udowodniliémy, ze dlugo$¢é wektora sieci odwrotnej ¢(h,k,[) jest
odwrotnie proporcjonalna do odlegtosci miedzy ptaszczyznami z indeksami Millera (h,k,7) |

do ktorych ten wektor jest prostopadty

21tlh

= IkD) (6.14)

q

Tu I’l:l,z,...,
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Oznaczajac @ =a/2 i biorac pod uwage zwiazek miedzy dlugoscia fali i liczba
falowa: k =271/ A, ze wzorow (6.13) i (6.14) otrzymujemy

n\ =2d(h,k,1) Bin© . (6.15)

Roéwnanie (6.15) nosi nazwe prawa odbi¢ Wulfa — Bragga. Réwnanie to odzwierciedla dobrze
znany z optyki falowej warunek powstawania wiazki dyfrakcyjnej: aby powstala wiazka
dyfrakcyjna rdéznica drog przebytych przez fale odbijajace si¢ od kolejnych ptaszczyzn
krystalograficznych musi by¢ rowna catkowitej dlugosci fali (rys.6.2).

Konstrukcja Ewalda

Warunek Lauego (6.10) mozna latwo przedstawi¢ za pomoca konstrukcji graficznej

zaproponowanej przez Ewalda (rys.6.3).

040 -
{030 +
{0201

(010)

ko

(1‘0) (201 (300

{000)

Rys.6.3. Konstrukcja graficzna Ewalda

Konstrukcja graficzna Ewalda jest sfera w przestrzeni odwrotnej z poczatkiem w jednym z

weztow sieci odwrotnej. Promien tej sfery jest rowny ‘1;0‘ W przypadku rozpraszania

sprezystego (warunek (6.11)) wszystkie punkty lezace na sferze Ewalda przedstawiaja

poczatki i kofice wektorow G (rys.6.3)

k,-k=G . (6.16)
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Warunek Lauego G = g bedzie speliony tylko wtedy, gdy wektor G taczy dwa wezly sieci
odwrotnej. Przy spelnieniu warunku Lauego wiazki ugigte sa emitowane w kierunku wektora
falowego & i numerowane sa odpowiednimi indeksami Millera ( hkl ).

Czynnik strukturalny

Prawo odbi¢ Wulfa — Bragga daje mozliwo$¢ w sposob prosty znalez¢ maksima
dyfrakcyjne. Natomiast nat¢zenie tych maksimow dyfrakcyjnych w przypadku krysztatu

zawierajacego N komorek elementarnych okresla, zgodnie z (6.5) wzor

F(K)=N [dip(F)e™" = NIS(K) 6.17)

kom

Wielko$é S(K) nosi nazwe geometrycznego czynnika strukturalnego i jest to catka po

jednej komorce elementarnej z poczatkiem uktadu wspotrzednych w punkcie 7 =0 .

Jezeli komorka elementarna zawiera § atomdéw, to wygodnie jest zapisaé

wspOlczynnik rozpraszania P(¥) w postaci

P=Y PG -7,) (6.18)

a=l

gdzie P, (¥ —1,) okre$la wktad w P(F) od Q@ -ego atomu, $rodek ktérego znajduje si¢ w

punkcie okre$lonym wektorem wodzacym 7, .

Biorac pod uwagg (6.18) mozemy zapisaé
S(K) = Zjd?pa (F=7) ™" = > fa R (6.19)
Tu
Jo = [ Pa(F =T T aF (6.20)

nazywa si¢ atomowym czynnikiem rozpraszania.

Uwzgledniajac, ze potozenie atomu & okresla wektor

Ty =Xga, ty,a, tz,a;
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a wektor K jest wektorem sieci odwrotnej i moze by¢ okre$lony za pomoca wskaznikdéw

Millera w postaci
K = hb, + kb, +1b, ,
wzor (6.19) mozemy zapisac geometryczny czynnik strukturalny w postaci

Fu =S(K)=Y f, xp|-27hx, +ky, +1z,]] 6.21)

Dla sieci prymitywnych, tzn. takich, w ktorych w komorce elementarnej jest tylko jeden atom

mamy izotropowy geometryczny czynnik strukturalny (nie zalezny od wektora §): Fy, = f .
W ogdélnym przypadku sumowanie w (6.21) przebiega po tej grupie atoméw w komodrce
elementarnej, ktora okresla baze danej sieci krystalicznej. Na przyktad dla sieci regularnej

centrowanej przestrzennie sumowanie w (6.21) zawiera dwa atomy potozenia ktorych sa:
7 =(0,00) i 7 =(1/2,1/2,1/2).

Potozenia maksimow dyfrakcyjnych daja mozliwo$¢ odtworzy¢ symetri¢ 1 wymiary
komorki elementarnej. Natomiast zawartos¢ komorki elementarnej (rozmieszczenie atomow

w komorce elementarnej) moze by¢ odtworzona tylko na podstawie analizy natgzenia

maksiméw dyfrakcyjnych /(K). Analiza ta polega na poréwnaniu obliczonych teoretycznie

natezen refleksow z doswiadczalnymi. Teoretyczne obliczenia /(K ) wykonuja zaktadajac, ze

budowa badanego obiektu wiadoma. Wybrane parametry struktury zmieniaja si¢, az

obliczenia modelowe beda mozliwie najlepiej odpowiada¢ danym doswiadczalnym.
Doswiadczalne metody badania fononow

Dla badania widma drgan sieci krystalicznej stosuja metody oparte na niespr¢zystym
rozpraszaniu fal elektromagnetycznych albo fal de Broglie’a neutrondw 1 atomow.
Niesprezyste rozpraszanie fal elektromagnetycznych z zakresu obszaru widzialnego w
przypadku oddziatywania z fononami optycznymi jest znane jako rozpraszanie Ramana,
natomiast rozpraszanie wskutek oddziatywania z fononami akustycznymi nazywaja
rozpraszaniem Brillouina.

Rozwazmy uproszczona teori¢ rozpraszania promieniowania na strukturach
okresowych zmiennych w czasie. Zaczniemy od wyprowadzonej wyzej amplitudy fali

roZproszonej
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A, O™ qp(?)e‘”mdlf . (6.22)

Tu K=k—-k, jest r6znica wektorow falowych promieniowania rozproszonego f 1

promieniowania padajacego 1_50. P(7) czynnik rozpraszajacy, ktory zalezy od struktury atomu

rozpraszajacego promieniowanie.
Dla uproszczenia obliczen zaldézmy, ze sie¢ krystaliczna zawiera tylko takie same

atomy, ktore sa czastkami punktowymi, a zatem zaktadamy, ze

p(F 0% 6GF -7, (6.23)

Tu wektor 7, okre$la polozenie 7 - go atomu w sieci, a O(7 —7,,) jest delta funkcja Diraca.

Po podstawieniu (6.23) do (6.22) znajdujemy

A, O Oy ™ (6.24)

Wskutek drgan termicznych atoméw wektory 7, beda funkcjami czasu
r () =70+, (1) (6.25)

Tu wektor 7, okre$la potozenie rownowagi atomu, a wektor %, - wychylenie 7 - go atomu z
tego potozenia. Uwzgledniajac (6.25) i przypuszczajac, ze przemieszczenia U, s male, ze

wzoru (6.24) otrzymujemy

AB [] ¢ [Ee—iKﬂ;o @—iKmﬂ(l)

n

~ o T [E e Ko M -iK @, (6)+-] - (6.26)
= Ay, —14,,
Tu
Ayy D™ Oy ™ (6.27)
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amplituda rozproszenia w przypadku sieci sztywnej, a

Ay, D™ Oy ™™ (K, (1) (6.28)

n

dodatkowy czton, zwiazany z drganiami sieci krystaliczne;.
Mozna udowodnié, ze w przyblizeniu harmonicznym przemieszczenia 4, sa falami

ptaskimi

ii, (1) = ii, xp|tilk, F, — (k) ) . (6.29)
Po podstawieniu (6.29) do (6.28) znajdujemy

ABV 0 212 L—ul..ne—i(K¢k/~)mno @Xp{—i[wo + (,xlgf )]t} ) (6.30)

Ze wzoru (6.30) wynika, ze czgstotliwos¢ fali rozproszonej @ rézni sig¢ od czestotliwoscei fali

padajacej doktadnie o czgstos¢ fali, okreslajacej drgania sieci krystalicznej

w=w, £ 0k,) . (6.31)

Wecezesniej widzieliSmy, ze dla tego zeby powstala wiazka rozproszona wektory (IZ ¢1€f)

musza by¢ rowne wektorowi ¢ sieci odwrotne;j

k-ky¥k, =G . (6.32)

k5,
Zwiazki (6.31) 1 (6.32) maja prosta fizyczna interpretacje. Pomn6ézmy rownania (6.31) oraz
(6.32) przez stata Plancka 7

ho = hw, £ hak,) (6.33)
hk —hk, ¥ hk, =hg . (6.34)

Pierwsze z tych rbwnan mozemy interpretowac jako prawo zachowania energii. Znak minus w
tym réwnaniu odpowiada wzbudzeniu przez fale padajaca drgan sieci krystalicznej. Znak plus
oznacza, ze energia drgan sieci zostaje przekazana fale rozproszonej. Drugie z tych roéwnan

mozemy interpretowaé jako prawo zachowania pedu (Scisle moéwiac, kwazipedu). Niech

promieniowanie rozpraszajace jest fala elektromagnetyczna. Wtedy w rownaniu (6.34) sk
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jest pedem fotonu promieniowania rozproszonego, a hk, - pgdem fotonu promieniowania

padajacego. Cztony hl; ,oraz g maja wymiar pedéw i moga by¢ traktowane jako kwazipedy
kwaziczastek, odpowiadajacych drganiom sieci krystalicznej. Te “czastki” nazywamy
fononami. To nie sa czastki rzeczywiste, takie jak elektron albo foton, poniewaz oni istnieja
tylko w sieci krystalicznej i nie moga istnie¢ w prozni. Oprocz tego kwazipedy fonondéw sa
okreslone z doktadnoscia do dowolnego wektora sieci odwrotnej 1 nie maja nic wspolnego z
pedami pojedynczych atoméw w sieci krystalicznej. Stad witasnie fonony nazywamy
kwaziczastkami.

Roéwnania (6.33) 1 (6.34), okreslajace niesprezyste rozpraszanie promieniowania, moga

by¢ wykorzystane do do$wiadczalnego badania krzywych dyspersji fonondéw- zaleznoS$ci

(;J(I;f). W obszarze czgstosci swiatta widzialnego (7,7 no? A >A>3.800° ;1) najwigksza

zmiana wektora falowego wynosi

-1
2k, :22777-:2@0‘3 4 . (6.35)

Wektor sieci odwrotnej krysztatu ma diugo$¢ rzedu 5 4, a zatem zmiana wektora falowego

fali $wietlnej po rozpraszaniu niesprezystym na fononach sieci krystalicznej wynosi 107
wektora sieci odwrotnej. Z tego powodu rozpraszanie ramanowskie nadaje si¢ tylko dla

badania drgan sieci o wektorach falowych znajdujacych si¢ w poblizu §rodka pierwszej strefy

Brillouina (czyli okoto k= 0).Dla fal rentgenowskich lOO;l S>> 1'0;1 oraz dla neutronow

termicznych produkowanych w reaktorach jadrowych sytuacja jest nieco lepsza, poniewaz
przekaz wektora falowego tutaj moze by¢ rzedu wektora sieci odwrotnej. Obecnie wihasnie
niesprezyste rozpraszanie termicznych neutronéw, a czasami 1 fal rentgenowskich,

wykorzystuja do okreslenia krzywych dyspersji fonondw.
Zadania do Wyktadu 6
1. Obliczy¢ dlugosci fal de Broglie’a dla elektronéw o energii z zakresu 10 eV+1 keV.
2. Obliczy¢ dhugosci fal de Broglie’a dla neutrondw o energii z zakresu 10 meV+1 eV.
3. Obliczy¢ czynnik strukturalny Fj,, dla sieci regularnej centrowanej

powierzchniowo. Dla jakich warto$ci wskaznikéw Millera obserwuje si¢ wygaszanie wiazki

ugietej?
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4. Obliczy¢ czynnik strukturalny £}, dla sieci regularnej centrowanej przestrzennie.
Dla jakich warto$ci wskaznikow Millera obserwuje si¢ wygaszanie wiazki ugigtej?

5. Znalez¢ warunek znikania czynnika strukturalnego £}, dla krysztatu o strukturze
NaCl , uwzgledniajac, ze atomy Na i Cl maja rozne czynniki atomowe [ .

6. Krysztat o sieci regularnej prostej obracamy wokot osi [001]. Na krysztat
prostopadle do osi obrotu pada wiazka promieniowania rentgenowskiego o diugosci fali
A =2a/3, gdzie a - jest stala sieci krystalicznej. a) Ile refleksow beda obserwowane w
ptaszczyznie prostopadtej do osi [001]; b) znalez¢ ptaszczyzny, dla ktérych obserwujemy
refleksy oraz wartosci kata przy ktorych te refleksy obserwuja sig.
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