Wyklad §

Sie¢ krystaliczna i sie¢ odwrotna

Sie¢ krystaliczna, sktadajaca z nieskonczonej liczby natozonych na siebie komorek
elementarnych, charakteryzuje si¢ przede wszystkim wystgpowaniem symetrii translacyjnej,
czyli wystgpowaniem okresowosci przestrzennej. Okresowo$¢ przestrzenna krysztatu
oznacza, ze dowolna funkcja przestrzenna f(7) w krysztale (to moze by¢, na przyktad,
gestos¢ fadunku albo potencjat elektrostatyczny w punkcie okres§lonym przez wektor wodzacy

7 ) musi by¢ funkcja okresowa

fFE+TY=f(F) . (5.1)
We wzorze (5.1) wektor

T(ii) =n,d, +n,d, + n,a, (5.2)

jest wektorem translacji sieci krystalicznej. Wektory d,, d,, d; sa to podstawowe wektory

komorki elementarnej. Przez wektor n oznaczyliSmy po prosu trzy liczby catkowite n,, n,,

n .
W przypadku jednowymiarowej funkcji okresowej f(x), przedstawionej na rys.5.1
Rys.5.1. Okresowa jednowymiarowa funkcja f(x)
Sx+n)=f(x), (5.3)
gdzie t =ma, przy czym m = 0,£1,*2,--- " a jest okresem funkcji.

W analizie matematycznej udowodniono, ze funkcja okresowa f(x) moze by¢

przedstawiona w postaci szeregu Fouriera
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ﬂﬂziﬁ@w. (5.4)
Tu q, =nl2m/a) i

fo= 5.5
aO

Latwo sprawdzi¢, ze funkcja postaci (5.4) spetnia wlasnos¢ (5.3)
W przypadku funkcji okresowej trojwymiarowej f(7) mozemy réwniez przedstawié

ta funkcj¢ w postaci szeregu Fouriera

Sr)= z Z anln2n3 Lexpli(g,x, +q,x, +q;x3)] | (5.6)
m=0n,=0n;=0
gdzie
/A T T
q, =M L, 4y =y L g5 = ny L (5.7)
a, a, 3|
1
1”10’2“3 = =1(q,x; +q,X, +q3x
fn|n2n3 :; _[If(r) P (@131 +42%; 45 S)dV ) (58)
0707

We wzorze (5.8) V' jest objetos¢ komorki elementarnej, a x;,x,,x; sa sktadowe wektora 7

wzdhuz osi wspotrzegdnych pokrywajacych si¢ z podstawowymi wektorami komorki

—

elementarnej a,, a,, a,

- — dl 42 53
r_xllﬁa|+xz%ﬁ|+)%%a| . (59)
1 2 3

Przypomnimy sobie, ze w ogolnym przypadku ten uklad wspotrzednych nie jest ukladem
kartezjanskim, czyli (¢, L&) #0 przy i # j .
Latwo tez sprawdzi¢, ze funkcja postaci (5.6) spelnia warunek (5.1).

Znajdziemy teraz taki wektor ¢
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qg=n, b +n, b, +n, b, , (5.10)
zeby iloczyn skalarny dwu wektorow (¢ [F) byt rowny

(qF) =q,x, +q,x, +q5x; . (5.11)

- =

We wzorze (5.10) n,, n,, n; sa znéw trzy liczby catkowite, a wektory I;I,bz,b3 sq na razie
niewiadome wektory. We wzorze (5.11) wielkosci ¢,,9,,9; sa okreslone wzorem (5.7).

Przez wektor ¢ wzor (5.6) przyjmie wtedy postaé
f(r)= Z Zf [
n = 1122201132 n

Korzystajac ze wzordow (5.7) 1 (5.10) zapiszmy najpierw wektor § w postaci

[q,|a| b, + 4, a@,| b, +q5as|By) (5.12)
Obliczymy teraz iloczyn skalarny (¢ [f), biorac pod uwage (5.9) i (5.12)

) e 4 a 4
(q[gf):g_[(ql|al|m)1+q2|a2|ﬂyz+q3|a3|@3)[(x1%+x2%+x3ﬁli|)

1 - - -
:5_[{%)51 mbl Dﬁl) tq,x, mbz Dﬁz) tq5x, mbs DE3)

- _ - ) (5.13
rae, 00 05 Gy O 0 @+ g oG, @
q,%, = |m L) +q,x; = |Q L) +q,x, = | Lo, La,)
2 3 1
a,| - d.| - a.| -
t4,x, a2|| LD, Liy) +g,x, 53|| [(b, L)) + q5x, a3|| LD, L, )}
3 1 2

Z poréwnania wzorow (5.11) i (5.13) widzimy, ze rownanie (5.11) bedzie spetnione, gdy

(b, Gi,) =270, . (5.14)

Tu 9, jest symbolem Kroneckera.
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Wektory b, sa w prosty sposob zwiazane z wektorami 4 :

- 2T . - 2. - 2. .
1:7mazxa3] , 2=7[U613"01] ) 3:7[ﬂalxa2], (5.15)

gdzie V =a, Ja, xa,] jest objetoscia komoérki elementarnej sieci krystaliczne;.
Zauwazmy, ze wektory l;, majq wymiar (radian / dlugos$c¢).
Wektory ¢, zdefiniowane réwnaniem (5.10), wyznaczaja sieé (zbior punktow), ktorej

podstawowa komorka elementarna rozpigta jest na wektorach l;l , l;z , 53 . Sie¢ ta nosi nazwe

sieci odwrotnej. Z weztami sieci krystalicznej (albo sieci rzeczywistej) jednoznacznie
zwiazane jest przestrzenne rozmieszczenie atomow danego krysztatu. Z jednoznacznego
zwiazku migdzy siecia rzeczywista 1 siecia odwrotna wynika, ze obie sieci maja taki sam zbior
elementow symetrii, a wigc naleza do tej samej grupy symetrii punktowej. Sie¢ odwrotna, jak
zobaczymy podzniej, jest obrazem dyfrakcyjnym krysztatu. Natomiast sie¢ rzeczywista jest
obrazem mikroskopowym krysztatu, ktory zaobserwowaliby§my przy duzej rozdzielczosci

mikroskopu. Przestrzen wektorowa, w ktéra jest zanurzona sie¢ odwrotna, nazywamy

przestrzeniq odwrotng. Warto zwroci¢ uwage, ze wektor falowy (‘E‘ =21/N) fali o

dhugosci A jest wektorem przestrzeni odwrotne;j.

Latwo udowodni¢, Zze objetos¢ komorki elementarnej sieci odwrotnej wynosi

3
Q=5 Wb, xb,)= 2. (5.16)

czyli z dokladnoscia do statego czynnika, jest réwna odwrotno$ci objetosci komorki

elementarnej sieci krystaliczne;.

Zauwazmy, ze sieci skonstruowane za pomoca wektorow b, i @; sa, w zasadzie,

wzajemnie odwrotne. Kazda z tych sieci mozemy uwazac za sie¢ pierwotna, a pozostata sie¢
za sie¢ odwrotna do niej. Nalezy jednak zawsze pamigtac, ze sens fizyczny tych sieci jest
zupetnie inny.

Mozna wykazaé, zZe sieciom prostym Bravais’go wszystkich ukladow
krystalograficznych odpowiadaja sieci proste przestrzeni odwrotnej. Dla ukladow
rombowego, tetragonalnego i regularnego siecia odwrotng do sieci Bravais’go plasko

centrowanej jest sie¢ przestrzennie centrowana i odwrotnie. Sieciom Bravais’go centrowanym
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w podstawie odpowiadaja sieci odwrotne, takze centrowane w podstawie. Pomi¢dzy obrazami
geometrycznymi sieci rzeczywistych i odwrotnych istnieja proste zwiazki (patrz zadania na

koncu wyktadu).
Twierdzenie i funkcje Blocha

Twierdzenie F.Blocha odgrywa wazna role w fizyce ciat krystalicznych. Zgodnie z tym
twierdzeniem wlasne funkcje operatora Hamiltona krysztatu (albo rozwiqzania stacjonarnego

rownania Schrodingera) majq postac
W) =" i (7) (5.17)
gdzie u;(7) jest funkcja okresowa z okresem sieci krystalicznej:
k
u (F+7T)=u.(F) .

Funkcje okre§lone za pomoca wzoru (5.17) nosza nazwe funkcji Blocha.
Strefy Brillouina i komorka Wignera — Seitza

Ze wzoru (5.17) wynika, ze kazda funkcj¢ wilasna hamiltonianu krysztalu mozemy

numerowaé postugujac wektorom falowym k. We wzorze (5.17) wektor falowy k moze

przyjmowa¢ dowolne warto$ci. Jednak tatwo przekonac sig, ze wystgpujacy w (5.17) wektor

falowy k jest okreslony z dokladnoscia do dowolnego wektora sieci odwrotnej ¢ . Istotnie,

opierajac si¢ wazna whasno$¢ funkcji #; (¥)
up,, (F)=e e W) = e ()
otrzymujemy

l,U,; (}—;) — u];eilzm =u e—lﬁlﬂ @iémeﬂ;m — ulgﬂ? (}—;) @i(lz+5)ﬁ — l//,;ﬂ? (7—;) . (518)

k
Ze wzoru (5.18) wynika, ze kazdy ze stanow wlasnych hamiltonianu moze by¢ okre$lony nie
jednym wektorem falowym, a catym zbiorem mozliwych wektorow falowych, rézniacych si¢
od siebie o wektory translacji sieci odwrotnej. Oczywiscie, ze ten zbidr mozliwych wektorow
falowych okresla ta sama funkcje falowa. (Z podobna niejednoznacznos$cia spotykamy sig, na
przykiad, okre$lajac potozenie punktu w uktadzie wspotrzednych kulistych: wspdirzedne

(r,0,0) oraz wspotrzedne (r,0%2Tn,$ +2mm), gdzie n,m =1,23...  okreslaja polozenie
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tego samego punktu). Dla tego, zeby wyeliminowac¢ ta niejednoznaczno$¢ okreslenia stanu
wlasnego hamiltonianu zostala wprowadzona procedura zrozumie¢ ktéra latwej rozwazajac

przypadek sieci jednowymiarowej
Wx+1)=e"Y(x) . (5.19)

Tu t =ma i a - okres sieci rzeczywistej jednowymiarowe;.

W tym przypadku analogiem sieci odwrotnej jest zbior weztow, okre§lonych wzorem

(rys.5.2)

g =n@T  n=o0xl22,.... (5.20)
a
e A e

k I3 k
| 1 i 1,
-2nfa -mja 0 mja  2nmfa 4nfa

| )
1 1
[ '
' ]
' '
[} ]
1 |
1 ]
i |
1 1l

Rys.5.2. Sie¢ odwrotna w przypadku jednowymiarowym

Zgodnie z (5.18), danemu stanowi mozemy przypisa¢ dowolna liczbg falowa ze zbioru

K =g +k=nEl+k | (5.21)
a

Chcac, jednoznacznie przypisa¢ danemu stanowi jedna liczbe falowa, bedziemy wybierali
sposrod mozliwych wartos$ci liczb falowych, okreslonych réwnaniem (5.21), mozliwie
najmniejsze k. Latwo widzie¢ z rys.5.2, ze mozliwie najmniejsze wartosci liczby falowej &

leza w przedziale

PP (5.22)

a a

Okreslony w taki sposob przedzial mozliwych wartosci liczby falowej & nosi nazwe

pierwszej strefy Brillouina jednowymiarowej sieci.
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Rys.5.4. Strefy Brillouina sieci regularnej powierzchniowo centrowane;.
W przypadku dwuwymiarowym i tréjwymiarowym postgpujemy w podobny sposob -
wektor falowy k wybieramy tak, aby lezal on tak blisko poczatku uktadu wspohrzednych, jak

tylko jest to mozliwe. Przedziat mozliwych wektorow falowych k dla dwuwymiarowej sieci

odwrotnej jest przedstawiony na rys.5.3. Z tego rysunku wida¢, ze obszar mozliwych
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wektorow falowych k jest ograniczony sze$ciokatem, zawierajacym jeden wezel sieci
odwrotnej, potozony w $rodku. Tak zbudowana komorka nosi nazwe w krystalografii komorki

Wignera — Seitza. W fizyce ciata stalego komorka Wignera — Seitza sieci odwrotne;,

zawierajaca wszystkie mozliwe wektory falowe k , nazywa sie pierwszq strefq Brillouina.
Pierwsza strefa Brillouina (albo komorka Wignera — Seitza sieci odwrotnej) konstruuje si¢ w
nastgpujacy sposob. Z dowolnego wezta sieci odwrotnej wykreslamy odcinki taczace go z
najblizszymi weztami. Nastgpne przez $rodki tych odcinkéw przeprowadzamy plaszczyzny
prostopadie do odcinkow. Zbioér otrzymanych plaszczyzn wydziela pewna czg§¢ przestrzeni
wokot wybranego wezta, ktora 1 jest pierwsza strefa Brillouina. Ogoélnie jest ona wieloscianem
(rys.5.4), zawierajacym jeden wezel sieci odwrotnej.Mozna wykaza¢, ze w odrdznieniu od
zwyklej komorki elementarnej, ktora jest rownolegtoscianem, komoérka Wignera - Seitza

zawiera pelng informacjg o elementach symetrii krysztatu zwiazanych z obrotami i odbiciami.
Fizyka ciala stalego — nauka o kwaziczastkach

W nowoczesnej fizyce dualizm fala - czastka jest jednym z podstawowych pojec. Z
tym pojgciem jeste§my dobrze zaznajomieni na przykltadzie swiatta. Wiemy, ze z jednej strony
$wiatlo jest fala elektromagnetyczna o czestosci V. Swiadcza o tym eksperymenty po
interferencji 1 dyfrakcji $wiatla. Z drugiej strony z dos$wiadczen, takich jak efekt
fotoelektryczny, efekt Comptona itd., wynika, ze §wiatto sktada si¢ z czastek, ktore nazywamy
fotonami. Fotony sa kwantami pola elektromagnetycznego, a ped P i energia tych kwantow E

sa W sposOb prosty powiazane z czestotliwoscia Vi dlugoscia A =c/v fali

elektromagnetyczne;j
E=hv ,
_k
4 1

Tu & jest stata Plancka.

W krysztalach istnieje wielu poét fizycznych, ktore, podobnie do pola
elektromagnetycznego, mozemy rozwaza¢ z jednej strony jak fale, a z drugiej strony jako
czastki (ScisSle mowiac, jako kwaziczastki). Kwanty tych pol fizycznych otrzymaly swoje
nazwy. Kwanty pola, zwiazanego z falami sprezystymi, nazywamy fononami. Kolektywne
drgania cieplne atomow w krysztalach sa termicznie wzbudzonymi fononami, analogicznie do

termicznie wzbudzonych fotondw w zrownowazonym promieniowaniu elektromagnetycznym
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ciala doskonale czarnego. Magnony sa to kwaziczastki zwiazane z kolektywnymi drganiami
momentéw magnetycznych atoméw, ktore powstaja w magnetycznie uporzadkowanych
krysztatach. Kwanty pola, zwiazanego z drganiami przestrzennymi gazu elektronowego w
metalach nazywamy plazmonami. Eksytony i polarony sa kwantami pola polaryzacji
elektrycznej w dielektrykach 1 potprzewodnikach. Ogdlnie mowiac, fizyka ciala stalego jest

nauka o kwaziczastkach i wazna rol¢ w ich opisie odgrywa pojecie sieci odwrotne;j.
Zadania do Wyktadu 5

1. Udowodni¢, ze funkcja postaci (5.4) ma wtasno$¢ (5.3).

2. Udowodni¢, ze funkcja postaci (5.6) ma whasnos¢ (5.1).

3. Wykaza¢, ze zwiazki migdzy wektorami b,

. sieci odwrotnej i wektorami @, sieci
prostej (krystalicznej) sa okreslone wzorami (5.15).

4. Wykaza¢, ze objgtos¢ komorki elementarnej sieci odwrotnej wynosi

3
Q=5 Wb, xb,)= 20

5. Wykaza¢, ze sie¢ odwrotna do sieci regularnej centrowanej przestrzennie jest siecia
regularna centrowang powierzchniowo i na odwrot.

6. Wykazac, ze sieciom prostym Bravais’go wszystkich uktadow krystalograficznych
odpowiadaja sieci proste przestrzeni odwrotne;.

7. Wykazaé, ze dla ukladu rombowego siecia odwrotna do sieci Bravaos’go ptasko
centrowanej jest sie¢ przestrzennie centrowana i odwrotnie.

8. Wykaza¢, ze sieciom Bravais’go centrowanym w podstawie odpowiadaja sieci
odwrotne, takze centrowane w podstawie.

9. Narysowa¢ komorke Wignera — Seitza dla sieci krystalicznej regularnej
przestrzennie centrowanej.

10. Narysowa¢ komorke Wignera — Seitza dla sieci krystalicznej regularnej

powierzchniowo centrowanej.
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