Wyklad 1

Mechanika Newtona

Punkt materialny. Prawa Newtona i inercjalne uklady odniesienia

Kazde makroskopowe ciato fizyczne sklada si¢ z olbrzymiej liczby mikroskopowych
czastek (molekul, atoméw, elektrondw), ktore znajduja si¢ w ciaglym ruchu. W celu
uproszczenia opisu ruchu ciata makroskopowego jako catoSci w mechanice klasycznej
wprowadzamy idealizacji (modeli). Glowne modeli w mechanice klasycznej to sa: 1) model
punktu materialnego, oraz 2) model ciata sztywnego. Punktem materialnym nazywamy ciato o
nieskonczenie matych wymiarach. Natomiast cialem sztywnym nazywamy cialo ksztalt
ktoérego oraz rozmiary nie ulegaja zmianie podczas ruchu ciata. Nalezy zawsze pamigtac, ze
stosowanie konkretnej idealizacji zalezy od rozwazanego zagadnienia i tylko zgodnos$¢
wynikéw teorii z doswiadczeniem jest sprawdzianem stuszno$ci wybranego modelu.
Podstawa mechaniki klasycznej sa trzy do§wiadczalne zasady Newtona :

Zasada 1 (zasada bezwladnosci). Istniejq taki ukiady odniesienia w ktorych punkt
materialny znajduje sie w stanie spoczynku lub ruchu jednostajnego prostoliniowego, dopoki
sity dziatajqce na ten punkt nie zmieniq tego stanu.

Uktadem odniesienia, jak wiemy z podstaw fizyki, nazywamy wybrany uktad
wspotrzednych + zegar. Sifa tutaj jest miara oddzialywania punktu materialnego z drugimi
punktami materialnymi albo z polami fizycznymi. Sity taki nazywamy sitami rzeczywistymi.
Dla sit rzeczywistych zawrze mozemy wskaza¢ zrodlo fizyczne (ciato albo pole fizyczne) tej
sity. Z pierwszej zasady Newtona wynika, Ze jezeli na punkt materialny nie dziala Zadna
rzeczywista sita, to wektor okreslajacy polozenie tego odosobnionego ciata w przestrzeni

(czyli wektor wodzacy) jest funkcja liniowa czasu

Ft)=r, +00 . (1.1)

Tu 7, - wektor polozenia punktu materialnego w chwili #=0, a U - nie zalezny od czasu

wektor jego predkosci w wybranym uktadzie odniesienia.
Latwo sprawdzi¢, ze wzor (1.1) jest shusznym nie dla wszystkich uktadéw odniesienia.

Jako przyktad, rozwazmy uklad odniesienia K 1 niech w tym ukladzie na punkt materialny A

(x=x,,y=z=0) nie dziata zadna sila i punkt znajduje si¢ w spoczynku, tj y=0.



Rozpatrzmy teraz ten sam punkt materialny 4 w uktadzie odniesienia K', ktory obraca si¢
wzgledem ukladu K dookota osi Oz ze stala predkoscia katowa @ (,karuzela”). Wzgledem

uktadu odniesienia K’ zalezno$¢ wspotrzednych punktu 4 od czasu opisuje wzor

x' =-x, Gos(wd), y' =-x,Bin(wd), z/ =z . (1.2)

Rys.1.1. Okreslenie potozenia punktu materialnego w dwoch uktadach odniesienia KiK' .

Z poréwnania (1.1) i (1.2) widzimy, ze w ukladzie odniesienia K’ punkt materialny porusza
si¢ z przyspieszeniem, chociaz zadna sila rzeczywista nie dziala na ten punkt. Wigc w
uktadzie odniesienia K’ pierwsza zasada Newtona nie jest stuszna. Uktady odniesienia, w
ktorych dla odosobnionego (izolowanego) punktu materialnego rownanie (1.1) jest spelnione
nazywamy uktadami inercjalnymi. Odpowiednio, uktady odniesienia w ktorych wzoér (1.1) nie
jest stusznym nazywamy uktadami nie inercjalnymi.

Zasada 2 (zasada ruchu). Zmiana pedu punktu materialnego w uktadzie inercjalnym
jest proporcjonalna wzgledem sity dzialajqcej na punkt i ma kierunek prostej, wzdtuz ktorej ta

sita dziatla -

dp _—
i A 1.3
” (1.3)
Tu

p=miD (1.4)



jest pegdem punktu materialnego.

We wzorze (1.4) wielko$¢ ™ nosi nazwe¢ masy bezwladnej punktu materialnego (ciata). Pod
wplywem pewne;j sity okreslona zmiana predkosci ciala majacego wigksza masg zachodzi w
dluzszym czasie niz w przypadku ciala o mniejszej masie (ze wzoru (1.3) wynika, zZe
AU = F OAm)).

Z szczegoblnej teorii wzgledno$ci Einsteina 1 do§wiadczen wynika, ze jezeli predkos$ci ciala sa
male w poréwnaniu z predkoscia $wiatta (U <<c), to bezwladna masa jest uniwersalng stata
nie zalezna od predkosci ciala.

Oprocz masy bezwladnej ciala istnieje masa wazka ciala, ktéra mierzymy
dynamometrem. Z do§wiadczen oraz ogdlnej teorii wzglgdnosci Einsteina wynika, ze masa
bezwtadna rowna sie masie wazkiej .

Poniewaz w mechanice nierelatywistycznej (U <<c¢) masa ciala jest stala w czasie
ruchu, wzor (1.3) mozemy zapisa¢ w postaci

m%Zm%(%)EmWZﬁ . (1.5)
Druga zasad¢ Newtona mozemy réwniez zastosowa¢ do uktadow nie inercjalnych. Jednak, jak
zobaczymy poézniej, musimy wtedy wprowadzi¢ sily pozorne (albo sity bezwtadnosci).
Przyktadem takiej sity, jak wiemy z podstaw fizyki, jest sita Coriolisa. Dla sit pozornych,
ktore powstaja w nie inercjalnych ukladach odniesienia nie istnieje zroédto fizyczne tych sit.
Chociaz skutki dziatania tych sil na ciala fizyczne takie same, jak skutki dzialania sit

rzeczywistych (ciala poruszaja sig, deformuja si¢ i tp.).

Zasada 3 (zasada akcji 1 reakcji). Sity, jakimi dwa punkty materialne dzialajq jeden na
drugi, sq sobie rowne co do wartosci bezwzglednej; sily te skierowany sq wzdiuz prostej

taczqcej dwa punkty i majq przeciwny zwrot :

E, =-F, . (1.6)

Tu 1:“21 jest silta, ktora dziala ze strony drugiego punktu na pierwszy punkt. }7“12 - sila
dziatajaca na drugi punkt, wywolana przez punkt pierwszy. Trzecia zasada Newtona dotyczy
sity oddzialywania migdzy dwoma punktami materialnymi, czyli dotyczy tylko sit

rzeczywistych. Dla sil bezwtadno$ci ta zasada nie jest stuszna.



Zasada wzglednosci Galileusza

Uktad odniesienia begdzie rowniez ukladem inercjalnym jezeli on porusza si¢
wzgledem drugiego inercjalnego uktadu odniesienia si¢ bez przyspieszenia. Przypomnimy, iz
w newtonowskiej (nie relatywistycznej) mechanice czas nosi absolutny charakter i nie zalezy
od wybranego uktadu odniesienia. Transformacja wektoréw wodzacych punktu materialnego

z jednego inercjalnego uktadu odniesienia do innego inercjalnego uktadu ma postac

F=7F +0,0, (1.7)

gdzie U, jest predko$¢ wzgledna poczatkéw obu uktadow.

Transformacja (1.7) nosi nazwe transformacji Galileusza. Po podstawieniu (1.7) do
wzoru (1.5) otrzymujemy, ze we wszystkich inercjalnych uktadach odniesienia sity
rzeczywiste sa takie same. Oznacza to, ze posta¢ rownania ruchu begdzie taka sama we
wszystkich inercjalnych uktadach odniesienia. Ta identyczno$¢ rownan ruchu wzgledem
przeksztalcenia (1.7) jest trescia zasady wzglednosci Galileusza.

W mechanice relatywistycznej (U =c) czas zalezy od wybranego ukladu odniesienia i
w tym przypadku zasad¢ Galileusza musimy zamieni¢ na zasade wzglednosci Einsteina, a
transformacj¢ Galileusza musimy zamieni¢ na transformacje Lorentza. Mowa o tym bedzie
dalej. Oczywiscie, ze gdy U/c <<l transformacja Lorentza przechodzi w transformacje

Galileusza i1 zasada wzglednosci Einsteina — w zasade wzglednosci Galileusza.
Rozwigzania rownan ruchu. Warunki poczatkowe i zasada przyczynowosci
Jezeli mamy uktad N punktow materialnych, to stosujac drugie prawo Newtona (1.5)

mozemy zapisa¢ nast¢pujacy uktad rownan ruchu wzgledem wybranego inercjalnego uktadu

odniesienia

I

mr.=F, (i=12,..,N). (1.8)

i

Tu f; oznacza site dzialajaca na i -ty punkt materialny o masie . m;
W og6lnym przypadku, wszystkie sity 131 moga by¢ funkcjami potozenia punktow

(7,75,-..,7y) , ich predkosci (0,,0,,...,0,) oraz czasu. Z matematycznego punktu widzenia

uktad réwnan (I18) stanowi uktad 3N zwyklych rownan rozniczkowych drugiego rzedu.



Jezeli znane sq masy m; wszystkich punktow materialnych 1 ich potozenia w kazdej

chwili (na przyktad z obserwacji ruchu pojedynczych punktéw), to bardzo tatwo wyznaczy¢
sity, ktore ten ruch spowodowaly : wektor sity I:“l otrzymuje si¢ prosto przez dwukrotne
rozniczkowanie wektora 7;(f) wzgledem czasu i mnozenie wyniku przez mase ;. Znacznie

trudniejszym zadaniem jest jednak znalezienie wektorow polozenia punktow 7:(f) jako
funkcji czasu, jezeli zadane sa sity jako funkcje potozen punktow, ich predkosci i czasu. W
ogolnym przypadku, nie zawsze mozemy znalez¢ analityczne rozwiazanie uktadu réwnan
(1.8). Gdy rozwiazanie analityczne rownan ruchu (1.8) jest niemozliwe, jedynie efektywne
rozwigzanie mozna uzyskac¢ tylko za pomoca metod numerycznych uzywajac komputera.
Wilasnie z rozwojem technik komputerowych mechanika teoretyczna nabrala nowe rzycie
zwiazane z badaniami chaosu deterministycznego i1 innych zagadnien.

Formalne rozwiazanie uktadu réwnan (1.8) otrzymujemy przez dwukrotne catkowanie

(1.8)

Fdt+C" (1.9)

t

B B .

F(t)=— J’dt” IF,.dt/ +CO(t-1,)+C? . (1.10)
m; to to

Tu Cﬁ'l.(]) 1 Cq'l.(z) sa statymi catkowania; podkreslimy, ze éi(l) oraz éi(z) sa wektorami. Dla

uktadu z N punktoéw materialnych liczba statych catkowania wigc wynosi 6 N (3N stalych

C" plus 3N stalych C®). State catkowania C" i C® latwo obliczy¢ ze wzoroéw (1.9) i

(1.10)
C"=0,(t),  CP=7(t,) . (1.11)
Warunki (1.11) okreslaja stale catkowania i nazywaja si¢ warunkami poczqtkowymi. W
matematyce udowodniono (twierdzenie Cauchy’ego-Kowalewskiej), ze uktad réwnan (1.8)
ma jednoznaczne rozwiazanie, jezeli sily 131 sa funkcjami analitycznymi (czyli funkcji Fl

maja pochodne ciagle dowolnego rzedu). Tak wigc jezeli dane sa masy punktow, sity

dziatajace na punkty uktadu i warunki poczatkowe (tj potozenia i predkosci punktéw w chwili



poczatkowej f=1,), to zachowanie si¢ uktadu moze by¢ okreslone jednoznacznie. Jest to
wyrazem faktu, iz ruch mechaniczny spetnia zasade przyczynowosci.
Warto podkresli¢, ze w poczatkowej chwili musimy zna¢ tylko potozenia punktow i

ich predkosci. Wartosci przyspieszen punktow moga by¢ dowolne.
Prawa zachowania. Calki ruchu

Rozwiazanie uktadu rownan catkowych (1.10) w ogolnym przypadku nie jest tatwo niz
rozwigzanie ukladu réwnan rézniczkowych (1.8). W mechanice wazna role pomocnicza w
rozwiazaniu roOwnan ruchu odgrywaja tak zwane catki ruchu. Catka ruchu nazywa si¢ taka
funkcja czasu, wspotrzednych 1 predkosci punktow materialnych, warto$¢ ktorej w czasie
ruchu uktadéw punktéw materialnych nie ulega zmianie.

Uktad punktow moze miec¢ kilka catek ruchu

—

Jo ;1T 7y 0,,0,,...,0,)=C, | (1.12)

gdzie C, sa state (calki ruchu).

Jezeli uktad N punktéw materialnych ma 6 N catek ruchu, to mozemy uwazac, iz

rownania ruchu (1.8) uktadu mechanicznego zostaly scatkowane. W tym przypadku wzory
(1.12) jednoznacznie wyznaczaja wektory wodzace 7;(¢) i predkosci U;(f) punktow uktadu
jako funkcje czasu i 6N statych C,. Wartoéci statych C, znajdujemy podstawiajac do

wzordw (1.12) czas t =¢; oraz warunki poczatkowe (1.11).

Znajomos$¢ k (k <6N ) niezaleznych catek ruchu umozliwia obnizenie rzedu uktadu
rownan ruchu o k. Z calkami ruchu sa zwiazane tak zwane prawa zachowania, ktére
rozwazmy na przyktadzie ruchu punktu materialnego.

Prawo zachowania pedu. Z drugiej zasady Newtona (1.3) wynika, ze jezeli suma sit

dziatajacych na punkt materialny jest rtowna zeru ( F =( ), to

dp
=0, 1.13
dt ( )
skad
p =const . (1.14)



Prawo zachowania momentu pedu. Moment pgdu punktu materialnego wzgledem

poczatku uktadu wspotrzednych okresla wzor

J=[Fxp]. (1.15)

Rézniczkujac wzoér (1.15) wzgledem czasu i korzystajac z drugiej zasady Newtona

otrzymujemy nast¢pujace rownanie ruchu dla wektora momentu pgdu

dj _di .. . dp._ _ =
o[ xplH[FxE=[FxF] . 1.16
= [dt pl+lr dt] [FxF] (1.16)
Wielkosé
L=[FxF] (1.17)

nazywamy momentem sity.
Ze wzoru (1.16) wynika, ze jezeli

F=kF, (1.18)
gdzie k = f(x,,z) jest skalarng funkcja wspoirzednych punktu, to

ar =k[Fxr]=0,
dt
skad

J =const - (1.19)

Z sila postaci (1.18) czgsto spotykamy si¢ w fizyce. Przykltadami takiej sity sa sita
grawitacji oraz sita Coulomba. Sila postaci (1.18) nazywamy silq centralng. Jest to sita
dziatajaca wzdhuz prostej taczacej punkt materialny i pewien nieruchomy punkt, zwany
centrum sity.

Ze wzoru (1.19) wynika wigc, zZe jezeli na punkt materialny dziata sila centralna (albo
suma sit dziatajacych na punkt jest rtéwna zero F =() ), to moment pedu jest zachowany.

Prawo zachowania energii rdwniez wynika z drugiej zasady Newtona. Obliczymy

prace sity F podczas przesunigcia punktu materialnego z jednego punktu do drugiego

2 2 — 2
e = dF B
A —-!'F [dlr —JI'F %dt —m.!'(r F)dt .
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Biorac pod uwagg, ze

d =\2 Jr 1

—(r) =2(r ¥

dt( ) =2(r )
otrzymujemy

2 2
_med o Mo nn 1 e
A= 2!dt(r) dt = 2!d(r) S . (1.20)

Jezeli wprowadzi¢ wielko$¢

mu? (1.21)

to wzor (1.20) mozemy zapisa¢ w postaci
A=T@t,)-T() . (1.22)

Wielko$¢ T =mu’ / 2 nazywa sig energiq kinetycznq punktu materialnego. A wigc widzimy,
ze praca wykonana przez sile [ jest rOwna roznice energii kinetycznych w kohcowym
(t =t,) i poczatkowym (t =¢,) punkcie.

Jezeli na punkt materialny nie dziala sita, to 4 =0 czyli
T(,)=T()=0. (1.23)

Ze wzoru (1.21) widzimy, ze dla tego zeby obliczy¢ energi¢ kinetyczna musimy wiedzie¢
zalezno$¢ wektora 7 od czasu, tj musimy zna¢ rozwiazanie réwnania ruchu. Jednak dla
szerokiej klasy sit mozna obliczy¢ zmiang energii kinetycznej nie rozwiazujac roéwnan ruchu.
Takimi sitami sa sity potencialne.

Site nazywamy silq potencjalng, jezeli mozemy przedstawié sitg w postaci

s _ U, y,2) .  0U(x,y,2).  0U(xy,2)_ . _ =
Fed—p—er* 3 &t e.]=-0U,y,2) , (1.24)
gdzie
i:i" +i" +i"
ox ' dy 7 0z °



Wigc dla sity potencjalnej, sita moze by¢ zawsze wyrazona za pomoca gradientu pewnej
skalarnej funkcji wspotrzednych punktu U(x,y,z). Latwo sprawdzi¢, ze sita grawitacyjna
oraz sita Coulomba sa sitami potencjalnymi.

Jezelisita F jest sila potencjalna, to dla pracy A tej sily otrzymujemy

A= IFBZ ——I(a—Ud +%—Ud +%—Ud)——IdU U@)-U(,) . (1.25)

Zatem praca wykonywana przez sil¢ potencjalna rowna si¢ rdéznice migdzy wartoscia funkcji
potencjalnej U(x,y,z) w potozeniach poczatkowym i koncowym punktu materialnego. Praca
ta , jak wida¢ z (1.25), nie zalezy od ksztaltu toru, po ktérym porusza si¢ punkt. Funkcje
skalarna U (x, y,z) nazywa sie energiq potencjalng punktu materialnego.

Z poréwnania (1.22) 1 (1.25) otrzymujemy
T,)-T(t)=U@)-U(,) , (1.26)
skad
E=T)+U(t)=T(t,)+U(t,) =const . (1.27)

Wzor (1.27) wyraza prawo zachowania catkowitej energii punktu materialnego. Prawo to
umozliwia w niektoérych przypadkach sit potencjalnych nie rozwiazujac réwnan ruchu

obliczy¢ tor punktu materialnego. Na przyklad dla jednowymiarowego ruchu punktu mamy

:%m(%)z +U(x)=E, . (1.28)

Ze wzoru (1.28) otrzymujemy

dx _ z 3
E_‘/m[EO Ux)] ,

skad

dx

JALE U] (129
m

dt =

Catkujac (1.29) otrzymujemy



o dx

.[ 1.30
g U (130
m

Tu x, - potozenie punktu w poczatkowej chwili #,, X - potozenie punktu w chwili 7.

t—t, =

Jezeli

U(x) :%kxz , (1.31)

tj U(x) jest energia potencjalng oscylatora harmonicznego, to po podstawieniu (1.31) do

wzoru (1.30) otrzymujemy

t—t, =

[ _ dx 1 = \/% Bzrcsin(\/% B[, (1.32)
m 2

Tu skorzystaliSmy ze wzoru

dx

| e

. X
=arcsin(—)
a

Jezeli przypu$émy, ze przy f, =0, x, =0 (punkt materialny znajduje sie w miejscu gdy

w, =\/E (1.33)
m

U(0)=0), to oznaczajac przez

ze wzoru (1.32) otrzymujemy

x(¢) = x, Bin(w,t) , (1.34)
gdzie
2E,
= [Z20 1.35
%=y (1.35)

- amplituda drgan.
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