Wyklad 9

Drgania — przedluzenie

Wahadlo fizyczne

Dowolne cialo sztywne zawieszone tak, ze moze si¢ waha¢ wokot pewnej osi
przechodzacej przez to ciato nazywamy wahadlem fizycznym. Udowodnimy, ze przy matych
odchyleniach ciata sztywnego od osi pionowej wahadto fizyczne wykonuje ruch okresowy.

Niech punkt P (rys.IX.1) bgdzie punktem zawieszenia ciata, a punkt S, znajdujacy si¢
w odlegtosci d od punktu P, bedzie $srodkiem masy ciala. Moment sity M dziatajacy na ciato

wynosi
M = - mgdsinf | (IX.1)
Znak minus oznacza tu, ze moment sit ma kierunek przeciwny do kierunku momentu pedu

ciala.

Korzystajac z rdwnania momentow

dL dw d’6

— = [0—=10—=M, (IX.2)
dt dt dt
i biorac pod uwage wzor (IX.1), otrzymujemy
2
Ij S = -mgdsinf . (IX.3)
t

Dla matych wychylen, dla ktorych sin U 8 , ze wzoru (IX.3) znajdujemy

&6 _ _[medf,
d¢? 07 0 °

(IX.4)

To rOwnanie ma tg sama postac¢ co rdGwnanie dla ruchu harmonicznego wigc

o= ‘/m—gd : (IX.5)
I
I
T=om |—— . (IX.6)
mgd

Poréwnajmy otrzymany okres wahadta fizycznego i1 okres wahadla matematycznego

lub
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!
T=21 |— . IX.7
2 (IX.7)

Z tych wzor6éw otrzymujemy, ze wahadto matematyczne o dlugosci

2
p o= Lomdit ey, de (IX.8)
md md md

ma taki sam okres co wahadto fizyczne.

Dhugos¢ [, okreslona wzorem (IX.8) nosi
nazwe¢ dfugosci zredukowanej wahadla
fizycznego. W rownaniu  (IX.8) 1o jest
momentem bezwtadnos$ci wahadta fizycznego
wzgledem osi przechodzacej przez jego
srodek masy S 1 rownolegtej do jego osi
wahan. Ostatni czton w (IX.8)
wyprowadzili$my, korzystajac z twierdzenia
Steinera. Punkt P (rys.IX.1), lezacy na proste;j
PS w odlegtosci L, od punktu zawieszenia

wahadta nazywamy srodkiem wahan wahadta

fizycznego. Ten punkt ma interesujaca
mg wilasciwos¢: jezeli zawiesimy wahadlo w

Rys.IX. 1. Wahadlo fizyczne punkcie P, to okres drgan wahadlta nie zmieni

si¢.
Istotnie, zgodnie z (IX.8), wahadto zawieszone w punkcie P/, ma nastepujaca dlugosé
zredukowana
I =d+ I (IX.9)
zr md/ °

Tu d jest odlegto$¢ punktu P od srodka masy S (rys.IX.1).
Zgodnie z okre$leniem $rodka wahan: [, =d'+d, a zatem ze wzoru (IX.8)

otrzymujemy
- /- IC
[ =d+d =d+ — . (IX.10)

md

Skad
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1 1
d'=—< albo d=—5 (IX.11)
md md
Po podstawieniu (IX.11) do wzoru (IX.9) otrzymujemy
1
I=d+—=d"+d=1, . (IX.12)

md

A wiec dlugo$¢ zredukowana wahadta zawieszonego w punkcie P’ jest taka sama jak dtugo$é
zredukowana wahadta zawieszonego w punkcie P. Poniewaz, dlugos¢ zredukowana okresla w
jednoznaczny sposob okres i czgstos¢ drgan wahadta fizycznego, z réwnosci (IX.12) wynika,

ze wahadla zawieszone w punktach P i P’ maja takie same okresy i czgsto$ci.
Oscylator harmoniczny tlumiony
Rozwazmy teraz drgania oscylatora z uwzglednieniem strat energii oscylatora. W

przypadku drgah mechanicznych sita hamujaca (ttumiaca) ruch czastki jest sita oporu £,

osrodka. Sita oporu ma zwrot przeciwny do predkosci 1 w najprostszej postaci, jak wynika z

doswiadczen, jest wprost proporcjonalna do predkosci

dx

F,=-y—.
o ydt

(IX.13)

Z uwzglednieniem sity hamujacej (IX.13), rownanie ruchu (VIIL.18) oscylatora

harmonicznego przyjmie postacé

d*x dx
= -kx-y — . 1X.14
" de? J dt ( )

Wprowadzajac 1= m/{ oraz oznaczajac czestos¢ drgan nietlumionych 0 = k/m zapiszmy

rownanie (IX.14) w postaci

t——+w,x=0. (IX.15)

Bedziemy szukali rozwigzania rownania (IX.15) w postaci:
x= Ae’?'coswt . (IX.16)

Obliczmy teraz pierwsza 1 druga pochodna funkcji (IX.16), wzgledem czasu

—= AD(- Be P coswt- e w sinwt) , (IX.17a)
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2
d’x . A0 e " coswt+ 2pwe ” sinwt- e Pw ? coswt . (IX.17b)
dt’

Po podstawieniu tych pochodnych do rownania (IX.15) otrzymujemy

AD([J 2e P coswtt 2Bwe P sinwr- e o’ cosa)t)

u Aﬂl(- Be P coswt- e sina)t) + Aw e P coswt =0. (IX.18)
T

Ae’'coso t

Rys.IX.2. Wykres funkcji Rys. IX.3. Aperiodyczny ruch oscylatora z

xz A V" cos{ lo 2 - B2 DtJ "silnym" thumieniem
0
Zapiszmy (IX.18) w postaci

G- L0202 eoswr+ 0 028 - Disinwr= 0 | (IX.19)
T T

Rownanie (IX.19) musi byé stuszne dla dowolnej chwili. Niech 7= 27 /0 , wtedy ze wzoru

(IX.19) otrzymujemy
(ﬁz—f—wg-wz):o. (IX.20)

Jezeli rozwazymy teraz chwilg ¢ = 1 /20 , wtedy

1
w 0(2p - T_): 0. (IX.21)
Z réwnania (IX.21) mamy
p = L (IX.22)
2r '
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Po podstawieniu T = 1/2B do wzoru (IX.20) znajdujemy:
wi=wi-p. (IX.23)

A zatem funkcja

x= A cos\,/wg -B° Dt‘ (IX.24)

jest rozwiazaniem rownania opisujacego ruch harmoniczny thumiony. Widzimy, ze opor
zmniejsza zarowno amplitud¢ jak i czgstos¢ drgan, czyli powoduje spowolnienie ruchu.
Wielkos¢ thumienia okres$la wspotczynnik thumienia [ (lub stata czasowa 7). Wykres ruchu

oscylatora harmonicznego tlumionego w zaleznosci od czasu jest pokazany na rysunku IX.2.
Powyzsze rozwazania dotycza sytuacji "stabego thumienia" tj.p < ®,. Gdy ttumienie
wzro$nie powyzej pewnej krytycznej wartosci (B = ©,) ruch przestaje byé ruchem

okresowym, drgajacym. W tym przypadku obserwujemy, ze cialo wychylone z potozenia

rownowagi powraca do niego asymptotycznie. Takich ruch nazywamy ruchem pefzajqcym
(aperiodycznym). Zaleznoéci wychylenia od czasu dla ruchu ttumionego krytycznie (B = ©,) i
ruchu pelzajacego (8> ) sa pokazane na rys.IX.3.

Straty mocy, wspolczynnik dobroci

W przypadku drgan tlumionych energia zmagazynowana w uktadzie drgajacym

zostaje stracona. Dlatego, zeby okresli¢ jak szybko uktad drgajacy traci swoja energie

wprowadzamy wspolczynnik dobroci QO uktadu drgajacego, ktory jest zdefiniowany jako

E , E E
- 2" zmagazynowana - 2” - IX'25
Q stracona za okres P /V P / W ’ ( )
gdzie P jest §redniq stratag mocy, a v czgstotliwoscia.

Oscylator Q
Ziemia dla fali sejsmicznej 250-400
Struna fortepianu lub skrzypiec 1000
Atom wzbudzony 107
Jadro wzbudzone 10"
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Im wigksza jest dobro¢ uktadu drgajacego tym dluzej trwa czas drgan takiego uktadu.
Dla przypadku stabo thumionego oscylatora harmonicznego (8 << ) wspotczynnik Q ma w
przyblizeniu warto$¢ ay/2 5. Kilka typowych warto$ci O podano w tabeli wyzej.

Drgania wymuszone oscylatora harmonicznego. Rezonans
Rozwazmy teraz przypadek, gdy na oscylator oprocz sity oporu dziata jeszcze sita

zewnetrzna wymuszajaca F'(¢). Sita wymuszajaca ma za zadanie podtrzymywaé gasnace

drgania oscylatora. W tym przypadku réwnanie ruchu oscylatora ma postac

d*x dx
tyV—+ kx= F(¢ 1X.26
i th (0) ( )

m

Wprowadzajac T = m/y = 1/2p oraz oznaczajac czestos¢ drgar niethumionych ¢ = k/m

zapiszmy réwnanie (IX.26) w postaci

o2z (IX.27)

Zalézmy, ze sita wymuszajaca ma postac

F(t) _ F,sinwt
m m

=0 ,sinwt (IX.28)

gdZiea():Fg/m.

Wtedy rozwiazanie réwnania (IX.27), ktore nie bedziemy tutaj udowadnia¢, ma postac

x(t) = Asin(wz+ ). (IX.29)
Tu
E 7o
[(woz - 2)2 + 4[3 2 2]1/2 > (IX-3O)
. 2Bw
gy = PERPER (IX.31)

Z rozwiazania (IX.29) wynika, ze gdy uklad jest zasilany czestosciq w roznq od czestosci
wlasnejW , wowczas drgania oscylatora bedq odbywaly sie z czestosciq sily zewnetrznej a nie

z czestosciq wlasngq.
Zauwazmy, ze chociaz drgania odbywaja si¢ z czgstoscia @ sily wymuszajacej to

amplituda i1 faza zaleza od relacji pomigdzy czestoScia wymuszajaca @, a czgstoscia wiasna
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W, . W szczegolnosci, gdy czgstos¢ sity wymuszajacej osiagnie odpowiednig czgstotliwosé, to
amplituda drgan moze wzrosna¢ gwaltownie nawet przy niewielkiej wartosci sily
wymuszajacej. Zjawisko to nazywamy rezonansem. Wykres przedstawiajacy rezonansowy

wzrost amplitudy drgan w funkcji czgstosci sity wymuszajacej pokazany jest na rys.IX.4 dla
roznych wartosci  wspodlczynnika tlumienia p (/30 <P <P, B¢ ,34). Czgstos¢e
rezonansowa O, i amplitude rezonansowa 4, mozemy obliczy¢ z warunku na maksimum
amplitudy drgan danej wzorem (IX.30). Przypomnimy, ze funkcja A(®) bedzie miata

maksimum (albo minimum) dla czgstosci @ , , dla ktorej

dAW) _
dw

0. (IX.32)

Obliczajac pierwsza pochodna od funkcji (IX.30) i biorac pod uwage wzor (1X.32)

dAW ) d 2 242 2, 21-1/2
=0, —[We-w0?)*+ 4% =
” odw[(o ) +4B w0 7]

- - %ao[(wg S0 AP T 20 - 0 ) (-20)+ 86 0= 0

znajdujemy

w, = JoZ-2p7 . (IX.33)
Po podstawieniu (1X.33) do wzoru (I1X.30)
otrzymujemy

= a 0 =
SN IR R

- 0y
- ZBW . (IX.34)

Wida¢é, ze im mniejsze ttumienie p

R | E tym wigksza amplituda 4, Jezeli ttumienie

jest stabe (B <<w,) to wowczas

Rys.IX.4. Rezonans maksymalna amplituda odpowiada

czestosci drgan wlasnych @, = @ .
Jednocze$nie, ten warunek odpowiada przesunieciu fazowemu ¢ = 7 /2 pomiedzy

sifa a wychyleniem. Istotnie, gdy @ , = @, ze wzoru (IX.31) mamy
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gp = o (IX.35)
co odpowiada katowi § = T /2.

Sita wigc nie jest zgodna w fazie z wychyleniem. Zauwazmy jednak, ze moc
pochlaniana przez oscylator zasilany sita wymuszajaca F jest wprost proporcjonalna do

predkosci

p. dd _ FUds
dt dt

- FI. (IX.36)

Ze wzoru (IX.29), w przypadku rezonansu (¢ = 7 /2), mamy

b(0) = % = AT eos(wr + "5) = - Alw Csin(@ ) (IX.37)

a zatem, zeby powstal rezonans trzeba, zeby to predkos¢ (a nie wychylenie) byta zgodna w
fazie z sila. Ze wzoréow (1X.29) i (IX.37) wynika, ze w przypadku rezonansu (¢ = 7 /2), gdy
x=0 (Wi=@2ntHn/2) to U =0, a wtedy, zgodnie z (IX.28) sila tez ma byé
maksymalna. W punktach zwrotnych, gdzie predko$¢ zmienia swoj kierunek, sita tez musi
zmieni¢ swoj kierunek (sita dziata caly czas to nie sa impulsy tak jak np. przy popychaniu
hustawki).

Skutki rezonansu mogq by¢ zarowno pozytywne, jak i negatywne. Z jednej strony
staramy sie wyeliminowal przenoszenie drgan np. z silnika na elementy nadwozia w
samochodzie, a z drugiej strony dziatanie odbiornikow radiowych i telewizyjnych jest mozliwe
dzieki wykorzystaniu rezonansu elektrycznego. Dostrajajqc odbiornik do czestosci nadajnika
spetniamy wiasnie warunek rezonansu. Zjawisko rezonansu jest bardzo rozpowszechnione w

przyrodzie.
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Zadania do Wyktadu IX

1. Udowodni¢, ze gdy dlugos¢ zredukowana wahadla fizycznego jest rowna

I, =9810(47)* m, to czestos¢ drgan wahadta wynosi 2 Hz.

94



10.

Jak zmieni si¢ okres drgan wahadla fizycznego na Ksigzycu w poréwnaniu z jego
okresem wahan na Ziemi? Odpowiedz: Zwigkszy si¢ w 2,4 razy. Wskazowka:
Przyspieszenie grawitacyjne na powierzchni Ksiezyca wynosi 1,67 m/s?.

Cialo sztywne posiadajace ksztatt krazka o promieniu 7 jest zawieszono w punkcie
lezacym na jego obwodzie. Znalez¢ a) czestos¢ matych drgan wahadta 1 b) dlugosé
rownowaznego wahadta prostego. Odpowiedz: a) w = 2g/3r; [1=3r/2.
Wskazowka: moment bezwladnosci krazka wzgledem jego S$rednicy wynosi
I=mr’/2.

Cialo sztywne posiadajace ksztatt kuli o promieniu 7 jest zawieszone w punkcie
lezacym na jego powierzchni. Znalez¢ a) okres matych drgan wahadla i b) dtugos¢
rownowaznego wahadta prostego. Odpowiedz: a) T = 2n.7r/5g; 1=7r/5.
Wskazowka: moment bezwtadnosci kuli wzgledem jego $rednicy wynosi 7 = 2mr? /5.
Pokaza¢, ze okres wahadta fizycznego ma warto$¢ minimalna, gdy d = /1. /m .

Dla cienkiego preta o dlugosci / i masie 7 dlugosé zredukowana jest minimalna, gdy
d=1/12. Pokazaé, ze moment bezwladnoici preta wzgledem osi symetrii
prostopadtej do preta i przechodzacej przez $rodek preta wynosi 7= mi* /12.

Wychodzac z rownania (IX.24) udowodni¢, ze w przypadku gdy ¥ - 0
x= Alcos( y¢).

Rozwazy¢ drgania thumione oscylatora w przypadku, gdy f = @ .

Udowodnié, ze wspotczynnik dobroci O stabo thumionego oscylatora harmonicznego
(B << w,)maw przyblizeniu warto$é¢ @ ,/2p .

Dla czestosci wymuszajacej sity @, 1 @, amplitudy wymuszonych drgan oscylatora

sa rowne migdzy soba. Pokaza¢, ze czgsto$¢ whasna oscylatora jest okreslona wzorem

W, = \/(wf+w§+4[32)/2.
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