Wyklad 8

Dynamika ciala sztywnego

Ciala sztywne i moment bezwladnosci

Wigkszos$¢ cial w przyrodzie to nie czastki punktowe tylko rozciagle ciata state, ktore
moga wykonywaé zaro6wno ruch postgpowy jak i obrotowy. Przez ciala stale, sztywne,
rozumiemy ciata, w ktorych odleglos¢ miedzy dwoma wybranymi elementami pozostaje stata.

Przeanalizujmy ruch takiej bryly obracajacej si¢ ze stala predkoscia katowa @ wokot
stalej osi w uktadzie srodka masy. Dla uproszczenia rozwazmy bryte w postaci ciata o symetrii
obrotowej. Mowimy, ze cialo ma symetri¢ obrotowa, jezeli w ciele istnieje 0§ przy obrocie
dookota ktorej o dowolny kat cialo przechodzi samo w siebie.

Zauwazmy, ze rézne czgSci ciala maja r6zna predkosé liniowa U , chociaz ta sama

predkos¢ katowa w Podzielmy to ciato na mate elementy o masie Am; i zapiszmy wektor Ri,

okreslajacy potozenie i- tego elementu wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych O, jako

R = R, + R, (rys.VIIL.1). Predkos¢ liniowa takiego elementu wynosi U, = I(T) X ﬁiJ

=[x R J+[@xR,]=[0xR,]-skadv, = @ OR , poniewaz ¢’ [ R .

Moment pedu - tego malego elementu

—

wzgledem poczatku uktadu O wynosi
t

J

L.

—

L=|Rxami,|=L +L

i »

gdzie

e
~
~y

oraz

1
Rys.VIII.1. Ruch obrotowy bryty
Dla ciala sztywnego o symetrii obrotowej, suma wszystkich sktadowych Zm bedzie roéwna

zeru. Istotnie dla dowolnego i - tego elementu istnieje symetryczny J -ty element, dla ktorego

— — —

(iU, =0, azatem L, + L;; = 0.

Sktadowa momentu pedu
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L= bmR.v, = bmR} I (VIIL1)

jest rownolegta do wektora predkosci katowej @ (rys.VIIL.1), a wigc moment pedu

obracajacego si¢ ciata sztywnego mozemy zapisa¢ w postaci
L= z e Ez R2Am, EW . (VIIL2)

Wielko$¢ w nawiasie nazywamy momentem bezwtadnosci (1) bryly wzgledem osi obrotu:

- 2
1=) Ribm, (VIIL3)

2

Biora pod uwagg (VIIL.3), mozemy teraz zapisa¢ moment pedu obracajacego si¢ ciala

sztywnego w postaci

L=100 . (VIIL.4)

Warto podkresli¢, ze rownanie wektorowe (VIIL.4) jest stuszne tylko dla bryly o symetrii
obrotowej. Dla bryty o dowolnym ksztalcie wektor 7, nie jest rownolegly do wektora @ .

Po podstawieniu wzoru (VII1.4) do réwnania, okreslajacego zmiany momentu pgdu (
[ = M), otrzymujemy
Zo == I M. (VIIL5)
t

¥ 0w . . . ~ . . . .
Tu B = o jest przyspieszeniem katowym, a Js jest sktadowa momentu sity wzdluz osi

obrotu bryly, czyli wzdhuz wektora @ .

Energia kinetyczna rotujacej bryly sztywnej w uktadzie srodka masy ma postaé

T, = 1 Amy} = 1 Am,(R,w)* = lH Am,R} iy ,  (VIIL6)
2 2 ) 2§ Hw
a zatem, uwzgledniajac wzor (VIIL.3), znajdujemy
7,=1F amp=tim?
rot Ez miU i E , (VIII7)

Jezeli ciato toczy sig, to wystepuje zarowno ruch postgpowy, jak i obrotowy. Catkowita
kinetyczna energig ciata sztywnego poruszajacego si¢ ruchem postgpowo-obrotowym okresla

wWzOr
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1

- %Mu 2y lp o (VIILS)

Sr.m Sr,m 2

gdzie M = z M; _ catkowita masa ciala, U, - predkoéé srodka masy, a I, - moment

bezwladnosci ciata wzgledem osi przechodzacej przez srodek masy.
Zestawmy teraz obliczone wielko$ci ruchu obrotowego bryty z ich odpowiednikami dla

ruchu postepowego.

Ruch postgpowy Ruch obrotowy
p=mu L= 1
1::' = ma M = [|§
T= lmU ? = 2
2 T - _I(.l)

Z tej tabelki widzimy, ze moment bezwladnosci / w ruchu obrotowym bryly odgrywa role
analogiczng do masy m w ruchu postgpowym. Istnieje jednak zasadnicza roznica: masa ciata
nie zalezy od jego potozenia w przestrzeni, natomiast moment bezwtadnosci zalezy od osi,

wokot ktorej obraca si¢ ciato. Momenty bezwtadnosci niektorych ciat sa podane w tabeli.

Cialo sztywne 1
Obrecz, pierscien wzgledem osi [ przez $rodek mR*
Krazek, walec wzgledem osi [ przez $rodek mR*/2
Pret wokot osi [ przez $rodek ml/12
Pret wokot osi [ przez koniec ml’/3
Pea kula wokot osi przez srodek 2mR?/5
Czasza kulista wokot osi przez Srodek 2mR?/3

Twierdzenie Steinera

Czgsto do obliczania momentu bezwtadnosci wygodnie jest postuzy¢ si¢ twierdzeniem

Steinera. Podaje ono zalezno$¢ pomigdzy momentem bezwladnosci / ciata wzgledem danej osi,

a momentem bezwladnos$ci Ic tego ciata wzgledem osi przechodzacej przez jego srodek masy

irownolegtej do danej osi:

I=1.+md” (VIIL9)
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gdzie m jest masa ciata, a d odleglos$cia pomiedzy osiami. Udowodnimy twierdzenie Steinera.
Rozwazmy dwie réwnolegle do siebie osie i niech osie te beda prostopadie do
plaszczyzny rysunku (rys.VIIL.2) i przecinaja ta plaszczyzng w punktach 4 i B. Zgodnie ze

wzorem (VIII.2) momenty bezwladno$ci ciata wzgledem osi przechodzacych przez punkty 4 i

B sa rowne:
- 2
A, L= Zl ribm; (VIIL10)
—— ——llly ’
> 4 _ /N2
Tis [ Iy = ZI ()" Bm — ymLan
B Tu 7, i 7, - odleglosci masy Am, od osi

przechodzace odpowiednio przez punkty A4 i

Rys. VIIL.2. B.

Z rys.VIIL.2 wynika, ze migdzy wektorami 7» i 7, istnieje zwiazek
P Ebtd (VIIL12)
Po uwzglednieniu (VIII.12) ze wzoru (VIIL.10) otrzymujemy:
1= zl ribm =y Gt d)* tm,
=Y ()’bm v d?y b+ 23DZ AmF, (VIIL13)
=1, + md*+ 2m(d 0F.,)

Tu ™ - masa ciala, a 7, - wektor okreslajacy odleglos¢ érodka masy ciata od osi

przechodzacej przez punkt B . Jezeli Srodek masy ciata znajduje si¢ na osi przechodzacej przez

punkt B, wtedy 7, = 0 ize wzoru (VIIL.13) wynika wzor (VIIL9), ktory wyraza twierdzenie

Steinera.

Zadanie 1: Kula o masie m i promieniu R stacza si¢ po réwni pochylej o wysokosci 4.
Obliczy¢ predkos¢ kuli u dotu rowni.

Rozwiazanie: Zapiszmy zasadg zachowania energii dla krazka 1 kuli:

mgh = %mv 24 %Iw . (VIIL.14)

Poniewaz @ = U /R, a moment bezwladnosci dla kuli 7= 2mR?/5, ze wzoru (VIII.14)

otrzymujemy
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e 1/ggh . (VIIL15)

Zauwazmy, ze gdyby kula zsuwata si¢ (bez rotacji) to predkos¢ kuli u dotu réwni wynositaby
U = +/2gh.

Drgania
Ruch, ktory powtarza si¢ w regularnych odstepach czasu, nazywamy ruchem
okresowym (periodycznym). Przemieszczenie czastki w ruchu periodycznym mozna wyrazi¢ za
pomoca funkcji sinus albo cosinus. Ruch okresowy jest powszechna forma ruchu

obserwowana w zZyciu codziennym i dlatego jest waznym przedmiotem fizyki.
Sila harmoniczna

Dzialajaca na ciato site, ktora jest proporcjonalna do przesunigcia ciata od poczatku
uktadu i ktora jest skierowana ku poczatkowi ukladu, nazywamy sitq harmoniczng lub sitq
sprezystosci. Jezeli obierzemy 0§ Ox wzdluz przesunigcia, to sita harmoniczna jest wyrazona

rownaniem
F=-kx, (VIIL.16)

gdzie x jest przesunigciem od polozenia rownowagi. To rdwnanie opisuje sitg¢ wywierang przez
rozciagnigta sprezyng o ile tylko sprezyna nie zostata rozciagnigta poza granicg sprezystosci.
Poza granica sprezystosci sprezyna zmienia swoja dtugos¢ nieodwracalnie. Wzor (VIII.16)
wyraza tak zwane prawo Hooke'a.

Jezeli spr¢zyna zostanie rozciagnigta tak aby masa 7 (zaczepiona do sprezyny)
znalazta si¢ w polozeniu x = A, a nastgpnie w chwili #= 0 zostala zwolniona, to potozenie

masy w funkcji czasu bedzie dane rownaniem:
x= Alcoswt . (VIIL.17)

Sprawdzmy czy jest to dobry opis ruchu. Dla 1= 0, x= A, tzn. opis zgadza si¢ z

zatozeniami. Z drugiej zasady dynamiki Newtona wynika, ze

ma = -kx ,
czyli
2
ma = mij‘ = -k . (VIIL18)
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\ Réwnanie takie nazywa si¢ réwnaniem

i \
- I v=
)00 D'D'D‘D'D‘D‘Q i byukd S rozniczkowym drugiego rzedu. Staramy

i x=A a=-—-Aw?

| / si¢ "odgadna¢" rozwiazanie i nast¢pnie

_ v= -é\i{ 4 sprawdzi¢ nasze przypuszczenia.
’b’b’b 0'0—0'07)7)//1/5:3 Zwroémy uwage, ze rozwiazaniem jest
| 2=0 funkcja x(¢), ktora ma te wlasciwos¢, ze
N /a= :‘:ikx g;_:; jej druga pochodna jest réwna funkcji ale
\‘{I}T;-Tl":o x—P  ze znakiem "-". Zgadujemy, ze moze to

\\ i by¢ funkcja x = 4lcosw? i sprawdzamy

v=Aw

AN
< |
)00000000 —\—\'{:—9 Xy = - Ao Csinot | (VIIL1Y)

SN g
a=0| \\
2
{ \ df:d—U:a:-AaJZDcoswt.
| )l a’  dt
A
" (VIII.20)
Rys.VIIL.3
Tu skorzystaliSmy ze wzorow
d :
Ecos(w t)= -0 Usin(wt) , (VIIL.21)
d .
Esm(a) t)= w Ucos(wt) . (VIIL.22)

Podstawiajac (VII1.20) do réwnania (VIII.18), znajdujemy
m(- Aw > Ocoswt) = - kAOcoswt .

Skad mamy

(VIIL.23)

(VIIL.24)

Widzimy, ze funkcja x= Alcosw? jest rozwigzaniem réwnania (VIIL.18) ale tylko gdy

W =Ak/m .

Zwro¢my uwage, ze funkcja x = Asinw? jest roOwniez rozwigzaniem roéwnania

(VIIIL.18) ale nie spetia warunku poczatkowego bo gdy 7= 0 to x(¢= 0) = 0 (zamiast x= A4

).

Najogolniejsze rozwiazanie réwnania (VIII.18) ma postac:

82



x= Alsin@t+0a) | (VIIL.25)
albo
x= Alcos(wt+ f) . (VIIL.26)

State 0 i B to sa stale fazowe. Stale A oraz 0 albo B sa okreslone przez warunki
poczatkowe: potozenie i predkos¢ w chwili = 0 .
Ze wzoru (VIIIL.25), na przyktad, otrzymujemy
X, 2 x(t=0)= AUsin(0 ) ,

UOEU(tZO):@ = Aw [cos(a ) .
dt|.
Skad mamy
sin(Q x,
g@)= 200 ol
cos() Uy
A= U§+(x0[b))2 .

0]
Ze wzorow (VII.17), (VIIL.19) 1 (VIIL.20) wynika, ze wartosci maksymalne (amplitudy)
wychylenia, predkosci i przyspieszenia wynosza:
* dla wychylenia A;
* dla predkosci wA
(wystepuje gdy Wt = 2nt DN/2 czyli x = 0);

* dla przyspieszenia 0>A
(wystepuje gdy x= A4).
Okres drgan

Funkcja cosa lub sinar powtarza si¢ po czasie I = 2n/0 . Ta szczegdlna wartos$é

czasu nazywamy okresem T . Liczba drgan w czasie ¢ jest rOwna

t
n= —. VIII.27
; (VIL27)
Gdy podzielimy obie strony przez ¢, otrzymamy liczbg drgan w jednostce czasu
1w
vt 2 (VIIL28)
t T 2n
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ktora nazywa si¢ czestotliwosciq drgan.

Dla ruchu harmonicznego » = vk /m otrzymujemy wigc

r-2". 2n\/E . (VIII.29)
0] k

Jest to okres drgan masy m przyczepionej do konca sprezyny o stalej sprezystosci k.
Wahadlo proste

Wahadlo proste albo wahadlo matematyczne jest to cialo o masie punktowej 7,
zawieszone na cienkiej, niewazkiej, nierozciagliwej nici. Kiedy ciato wytracimy z r6wnowagi to
zaczyna si¢ ono waha¢ w ptaszczyznie poziomej pod wptywem sily cigzkosci. Udowodnimy, ze
przy matych odchyleniach masy 7 od osi pionowej wahadto to wykonuje ruch periodyczny.

Rysunek przedstawia wahadto o dlugosci / 1

masic m, odchylone o kat 6 od stanu
f rownowagi wahadla (8 = 0). Na mase m
dziala sila przyciagania grawitacyjnego 8.

Sktadowa mglcos®  sity grawitacyjnej

N roOwnowazy sita napr¢zenia nici N. Natomiast
m sktadowa mgUsinf nie jest zrownowazona i
I ; x=18 jest sita przywracajaca réwnowage ukladu,
/'mgsing . ..
mgcost ~_{/ sprowadzajac mas¢ m do  potozenia
mg roéwnowagi. Sila ta wynosi
Rys. VIII.4. Wahadto proste £z -mgsinf . (VIIL30)

Znak minus tu oznacza, ze sila ta jest skierowana w stron¢ przeciwna od kierunku odchylenia
wahadla. Ze wzoru (VIIL.30) wida¢, ze sita przywracajaca réwnowage ukladu jest
proporcjonalna do sin@ , a nie do 8 , wiec nie jest to ruch prosty harmoniczny. Jezeli jednak
kat 8 jest maly (mniejszy niz 10°) to sinf jest bardzo bliski 8 (r6znica mniejsza niz 0.5%).
Przemieszczenie wzdhuz tuku (z miary tukowej kata) wynosi x = /8 . Przyjmujac zatem, ze

sinf 08 wzor (VIIL.30) mozemy zapisa¢ w postaci

F=-mgh = -mg% -?x . (VIIL31)

Sita (VIIL.31) jest wprost proporcjonalna do przemieszczenia (ze znakiem "-"), czyli jest sita

harmoniczna. W tym przypadku w réwnaniu sity harmonicznej (VIII.16) stala k& okresla stata
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mg /1. Korzystajac ze wzoru (VIIL.31) oraz wzoru (VII.24) dla czesto$ci drgan wahadla

T \/E - \/E . (VIIL32)
m [

Po podstawieniu (VIII.32) do wzoru (VIII.29) mamy

m /
T=2m.|—=21m |—
A g (VIIL.33)

Zauwazmy, ze czestos$¢ 1 okres wahadla prostego zalezy tylko od dlugosci wahadta i nie zalezy

matematycznego znajdujemy

od amplitudy (poczatkowego kata § ) i od masy wahadta.
Literatura do Wyktadu 8
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Zadania do Wyktadu VIII

1. Dwie kule o masach m = 10 kg kazda sa potaczone ze sobg lekkim, sztywnym pretem
o dhugosci 2 m. Pomijajac masg pregta obliczy¢ moment bezwtadnos$ci: a) wzgledem osi
normalnej przechodzacej przez $rodek ukladu, b) wzgledem osi normalnej do preta i
przechodzacej przez jedna z kul. Odpowied?: a) 20 kg Um’; b) 20 kg Om” .

2. Udowodni¢, ze $rodek masy ciala o symetrii obrotowe]j znajduje si¢ na osi symetrii
ciala.

3. Udowodni¢ wzor (VIIL.8). Wskazowka: skorzysta¢ z twierdzenia Steinera.

4. Krazek o masie m 1 promieniach R stacza si¢ po réwni pochylej o wysokosci 4.

Obliczy¢ predkos¢ krazka u dohu réwni. Odpowiedz: v = ‘/g gh = 1.7@ .

5. Bardzo cienka powloka sferyczna ma moment bezwladno$ci wzgledem dowolnej

$rednicy rowny [ = 2MR? /3. Powloka stacza sie po rowni pochylej o wysokosci .

Obliczy¢ predkos¢ powloki u dotu rowni. Odpowiedz: v = g gh.
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6. Udowodni¢, ze w ciagu wahan wahadla prostego energia mechaniczna wahadta nie
zmienia Si¢.

7. Glosnik wytwarza dzwigki dzigki drganiom membrany. Jakie czgstosci moga
powstawa¢ dla drgan, w ktorych przyspieszenia przekraczaja 10 m/s?, jezeli amplituda
drgan jest ograniczona do 1.00107° mm. Odpowiedz: Wigksze niz 500 Hz.

8. Dwie sprezyny przymocowane sa do ciala o masie 7 1 do nieruchomych $cian.
Wspotczynniki sprezystosci sa rowne k, = k, = k. Znalez¢ czesto$¢ drgan ciafa.
Odpowiedz: w = \[2k/m .

9. Jaka jest dlugos¢ wahadta prostego, ktorego okres wynosi 2,00 s w punkcie, gdzie
przyspieszenie grawitacyjne g = 986 cm/s*? Odpowiedz: 1 m.

10. W pewnej miejscowosci wahadlo proste o dlugosci 1 m wykonuje 100 catkowitych
wahni¢¢ w ciagu 200 s. Jakie jest przyspieszenie & w tej miejscowosci? Odpowiedz:

g = 9786 m/SZ.
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