Wyklad 7

Dynamika ruchu obrotowego punktu materialnego

Moment pedu i moment sily. ROwnanie ruchu obrotowego.
Prawo zachowania momentu pedu.

Waznymi charakterystykami ruchu obrotowego ciata materialnego sa moment pedu
oraz moment sity. Moment pedu punktu materialnego wzgledem poczatku ukiadu

wspotrzednych okresla wzor
L=[Fx p]. (VILI)

Roézniczkujac wzor (VIIL1) wzgledem czasu i1 korzystajac z drugiej zasady Newtona

otrzymujemy nastgpujace rownanie ruchu dla wektora momentu pedu

dL _ dr ... dp, . =
oy +rEx 1= 1Fx F1. VII.2
7 [ " plt[r dt] [Fx F] ( )
Wielkosé
M = [F x 13] (VIL3)

nazywamy momentem Sity.
Po podstawieniu (VII.3) do wzoru (VII.2) otrzymujemy rownanie okreslajace zmiany

w czasie momentu pedu

!

=M . (VIL4)

SHIS

Rownanie (VII.4) jest podstawowym rownaniem opisujacym ruch obrotowy i nazywa sig¢
rownaniem ruchu obrotowego.

Ze wzoru (VII.3) wynika, ze jezeli sita dzialajaca na punkt materialny jest sita centralna
F=klF , (VIL5)
gdzie k= f(x,,z) jest skalarng funkcja wspotrzednych punktu, to

A kFxr= o,
dt

skad

L = const . (VH6)
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Ze wzoru (VII.6) wynika wigc, ze jezeli na punkt materialny dziata sita centralna (albo suma sit
dziatajacych na punkt jest rowna zero F = (), to moment pedu jest wielko$cia zachowana
(stata).

Rotacja punktu materialnego dookola nieruchomej osi

Na poprzednim wyktadzie udowodnilisémy, Zze przy obrocie punktu materialnego
dookota osi, gdy punkt zatacza okrag, wektor predkosci chwilowej U oraz wektor wodzacy 7
punktu materialnego sa zawsze wzajemnie prostopadie, a zatem ze wzoru (VIIL.1)

otrzymujemy:
\Z\ = mu Or (VIL7)

Wektor momentu pedu 7, z definicji illoczynu wektorowego, jest prostopadty do ptaszczyzny,

na ktorej znajduja si¢ wektory 7 i U, a zatem wektor [ jest skierowany wzdtuz nieruchome;

osi. Predkos$¢ liniowa VU jest zwigzana z predko$cia katowa (patrz wzoér (VI.9)) wzorem:
V=wlr, (VIL.B)
Po podstawieniu (VII.8) do (VII.7) znajdujemy:
|z L= mo 0 = m§ 0r° (VIL9)
Tud =dp /dt=0w .
Ruch w polu sil centralnych

Dla sily centralnej, tj. dla sily F = f(x,y,z)0F, tor punktu materialnego znajduje sie

zawsze w ptaszczyznie. Udowodnimy to twierdzenie.
Jak udowodnilismy wyzej (patrz wzor (VII.6)) moment pedu sily centralnej jest

wielkos$cia zachowana
L=[Fx p]= const . (VIL10)
Mnozac (VII.10) skalarnie przez 7 otrzymujemy

(LTF)= 0 . (VIL11)
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Istotnie, wektor L = [Fx pl, zgodnie z definicja iloczynu wektorowego, jest wektorem

prostopadtym do wektora wodzacego 7, czyli kat 0 migdzy wektorem [ i wektorem 7 jest

réwny 90°. A zatem iloczyn skalarny (L 0F) = ‘Z‘ 07| Dcos90° = 0, poniewaz cos90° = 0.

Z definicji momentu pedu i iloczynu wektorowego wynika, ze wektor 7 jest zawsze
prostopadty do 7. Poniewaz, zgodnie z (VII.10) dla sit centralnych wektor 7, ma staly
kierunek, to wiec wektor 7(f) bedzie zawsze znajdowal sic w plaszczyznie prostopaditej do

wektora J, .
Z uwzglednieniem wzoru (VIL.9) prawo zachowania momentu pedu dla sit centralnych

przyjmuje postac
L= mr’§ = const . (VIL.12)

Prawo zachowania (VII.12) ma prosta interpretacj¢ geometrycznga. (rys.VIL.1) Rozwazmy
punkt materialny, ktory w czasie ¢,7+ dt przechodzi od punktu P do punktu Q. Jezeli dr jest
bardzo malym to pole powierzchni prostokatnego trojkata OPQ bedzie polem, ktore zakresla
wektor 7 w chwili df . Pole tego trojkata wynosi:
1 1 .

do = E(OP) (PO) = Er[r Osin(dg )] -
Dla matych odcinkéw czasowych df, a zatem
matych katow d¢ mozemy skorzystaé ze

wzoru sin(dp ) U dp i zapisaé

do [ lr2d¢
2

Skad wynika, ze

Rys.VIL1

do 1 1
— === =rlo . (VIL.13)
dt 2 2

Wielkos$¢ do /dt nazywamy predkosciq polowa (albo wycinkowq, sektorowq).
Biorac pod uwage (VII.13) wzor (VII.12) mozemy zapisaé w postaci

L= 2mcji—0: const . (VIL.14)
t
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Ze wzoru (VII.14) wynika, ze dla sit centralnych, predkosc¢ polowa (sektorowa) jest
wielkosciq stalq (zachowanq). Innymi stowy - wektor wodzacy punktu zakresla rowne pola w

tych samych odcinkach czasu.
Prawa Keplera. Prawa rzadzace ruchem planet

Przyktadem sily centralnej jest sita grawitacyjna. Prawa, ktore rzadza ruchem planet,
ustanowit Kepler analizujac doswiadczalne dane dotyczace obserwaciji ruchu planet w latach
1609-1619. Te prawa mowia, ze:

1. Kazda planeta porusza sie po elipsie, w ktorej w jednym z ognisk znajduje sie
Stonce.

Elipsa nazywamy taka zamknigta krzywa na

vA
M(x,y) . - »
D plaszczyznie, dla ktérej suma odlegtosci od
/ n dwoch punktow F, i F,, ktére nazywamy
) A g —w  ogniskami, do dowolnego punktu M jest
2b4 P T °F, o g ) g0 p J
2 2¢ wielkoscia stalg (rys.VIIL.2):
c FM+ F,M = 2a . (VIL15)
- 2a -

Roéwnanie elipsy ma postac:

2

x2
S
2

= 1. (VIL16)

A

Rys.VII.2 Elipsa a

2. Predkos¢ polowa wzgledem Stonca kazdej planety jest stata (oczywiscie dla roznych
planet predkosci polowe bedq rozne).

3. lloraz kwadratow okresow (T ) obiegu poszczegdlnych planet i szescianow wielkiej
potosi (a) jest staly i dla wszystkich planet jednakowy

T2

— = const . (VIL.17)

3
a

Drugie prawo Keplera udowodnilismy wyzej. Udowodnienie pierwszego i trzeciego
prawa wymaga troch¢ zaawansowanej matematyki. Nie wszystkie ciata niebieskie poruszaja si¢
po elipsach. Na przyktad komety poruszaja si¢ po hiperbolach lub po parabolach (okreslenie
tych krzywych podajemy nizej).

Nie rozwiazujac réwnan ruchu, rozwazmy ruch planet w polu grawitacyjnym duzej
gwiazdy (na przyktad Stonca), korzystajac tylko z wielkosci fizycznych, ktore sa state. Dla

uktadu zamknigtego (odosobnionego) planeta + Stonce wielkosciami statymi sa energia uktadu
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1 moment pgdu (sita grawitacyjna jest sita centralna). Wzor na energi¢ takiego ukladu ma

postac:

U2

E=T+U-= ’"2 e LI A— (VIL18)
r

Tu m jest masa planety, a M jest masa Stonca. We wzorze (VII.18) odrzuciliémy energi¢
kinetyczna Stonca poniewaz zwykle M >> m 1 powolny ruch Stonca dookota $rodka mas
uktadu mozemy zaniedbac.

Oproécz statej energii taki uktad ma jeszcze jedna wielko$¢ zachowana (catke ruchu) -
moment pedu. Niech w okreslonej chwili planeta znajduje si¢ w punkcie, ktorego potozenie
okresla wektor wodzacy 7 (rys.VIIL.3). WprowadZmy jednostkowy wektor €, skierowany od
centrum sity grawitacyjnej (od Stonca) ku planecie o masie 7 (rys.VIL.3).

Wtedy wektor wodzacy planety mozemy
zapisa¢ w postaci:

7z rle (VIL19)

ro.

Jednostkowy wektor €, nie jest wektorem
statym i zmienia swdj kierunek wraz ze zmiang

potozenia planety na orbicie.

Wektor predkosci chwilowej planety

znajduyjemy rézniczkujac  wzor  (VIL.19)

Rys.VIL3 wzgledem czasu:
— r - d_’
LA, L (VIL.20)
tdt dt

Zeby znalez¢ wektor de, / dt wprowadzmy jednostkowy wektor €, , prostopadty do wektora

é. (rys.VIL3) i zapiszmy wektory €, i €, przez wspolrzedne w nieruchomym ukladzie

kartezjanskim (rys.VIL.3):

N
1

, = cosf Je +sing e, | (VIL.21)

D
1

-sing e + cos¢ e, (VIL.22)

We wzorach (VIL.21) i (VI1.22) wektory €, i €, sa jednostkowymi nieruchomymi wektorami

a zatem
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dé. b .. db B
et St o le + — e = wle . VIIL.23
o ” sin¢ Oe, ” cosf e, é ( )

Tu skorzystaliSmy ze wzoru (VII1.22) oraz ze wzorow

dcos (1) _ dy .
— 7 sing | (VIL.24)

dsing (1) _ %cos

C. VIL.25
dt dt d ( )

Po podstawieniu (VII.23) do wzoru (VIIL.20), znajdujemy

&
7;= FUe, + 1§ e, . (VIL.26)

Ze wzoru (VIL.26) wynika, ze w przypadku krzywoliniowego ruchu predkos$¢ zawiera
dwa sktadniki:

IR AV (VIL.27a)
oraz
v, =i 0e, . (VIL.27b)

Korzystajac ze wzoréw (VIL.27a) 1 (VIL.27b) tatwo znalez¢ moment pedu planety
wzgledem poczatku uktadu

L=[rxmi)= mrile x (06, + r§ U6, || = mr§le.x 6, |= m§ 06, . (vIL28)
Poniewaz jednostkowe wektory €, i €, sa wzajemnie prostopadte latwo znalez¢:
RN (VD NS ST B A (VIL.29)

Podstawiajac (VII1.29) do wzoru (VII.18), otrzymujemy:

LML e L g M (VIL30)
2 r 2 2
Biorac pod uwage wzor (VIL.28), wzor (VII.30) mozemy zapisa¢ w postaci
2
L e L MM ot (VIL31)
2 2mr r

Wprowadzajac efektywnq energie potencjalng
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2
U, (r)= L _- g (VIL32)
2m r

r

wzoér (VIL.31) mozemy zapisa¢ w postaci
E= Lmizs =
= Emr U, (r)= const . (VIL.33)

We wzorze (VI1.32) wyraz [*/2mr® nazywa sie odsrodkowq energiq potencjalng. Wykres
funkcji okreslajacej efektywna energig potencjalna

kL’
U,(r)y=-—+
o (1) ro 2mrt

(VIL34)

ma postac przedstawiong na rys.VIL.4. We wzorze (VI1.34) k= GmM .

E

Rys.VIL4. Zaleznos¢ U, (1)

Z wykresu, przedstawionego na rys.VIL4, wida¢, ze funkcja U, () ma minimum. W
matematyce udowodniono, ze funkcja f(X) ma minimum w punkcie X = X, jezeli w tym

punkcie df /dx = 0. A zatem funkcja U, (*) ma minimum, gdy
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dUef - k _ L2 -
) 37 0,
dr re mr
czyli przy
2
r, = L (VIL.35)
k Om
Gdy r = r,, ze wzoru (VIL.34) otrzymujemy
U )min = - P VIL36
ef / min 2]” . ( . )

Z rys.VIL.4 wynika, ze jezeli (E- U, )2 0, ruch planety zachodzi w obszarze ograniczonym (

Foin $ 7€ Foa). Z wykresu funkcji U, (1) widaé, ze tor punktu bedzie ograniczonym w
przestrzeni przy E< 0.
Poniewaz E=T+U, a T jest zawsze wielkoScia dodatnia, to ograniczonemu w

przestrzenie ruchowi ( £ < 0) odpowiadaja przypadki, dla ktérych

T<|U| . (VIL.37)
Torem planety w tym przypadku bedzie elipsa.

Jezeli E> 0, z rys.VIIIL.4 wida¢, ze ruch czastki zachodzi w nieograniczonym obszarze

(r2r,,). W tym przypadku 7 > |U , czyli energia kinetyczna czastki przewyzsza energi¢

potencjalna. Torem planety w tym przypadku bedzie lewa gatqz hiperboli (rys.VIL.S).

Rys.VIL.5. Hiperbola
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Hiperbolq nazywamy taka nie zamknigta krzywa na plaszczyznie, dla ktorej
bezwzgledna roznica odleglosci od dwoch punktow £ i F),, ktore nazywamy ogniskami, do

dowolnego punktu M jest wielko$cia stalg (rys.VIL.S):

FM-F,M = 2a . (VIL.38)
Roéwnanie hiperboli ma postac:
x2 y2
a—z- ) =1. (VIL.39)

W przypadku, gdy E = 0 orbita ciata bedzie parabola (rys.VIL.6). Parabolq nazywamy
taka nie zamknigta krzywa na plaszczyznie, dla ktorej odleglosci dowolnego punktu M od
punktu F, ktory nazywamy ogniskiem, i od prostej, ktora nazywamy kierownicq, sa sobie
rowne (rys.VIL.6):

up

2

x

Mx,y)

kierownicg
o\o

=

Rys.VII.6. Parabola

FM = KM . (VIL.40)
Roéwnanie paraboli ma postac:
y>=2px . (VIL41)

A wigc podsumowujac, mozemy powiedzie¢, ze tor ciala niebieskiego w polu grawitacyjnym

gwiazdy bedzie:

* hiperbolq , jezeli catkowita energia I = O ;
* parabola, jezeli catkowita energia £ = O ;

* elipsq, jezeli catkowita energia O = £ = (U ;) in ;
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okregiem, jezeli catkowita energia £ = (U o) in .
Przypadek E < (U, ), nie realizuje sig, poniewaz wtedy wielkos¢ E- U, = mr®/2< 0,
co nie powinno mie¢ miejsca.
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Zadania do Wyktadu VII

1. Pokaza¢, ze moment pedu punktu materialnego poruszajacego si¢ ze stata predkoscia
wzgledem dowolnego nieruchomego punktu pozostaje staly podczas ruchu.

2. We wzorze (VII.18) odrzucilismy energia kinetyczna Stonca. Udowodni¢, ze w
uktadzie Stonce + planeta powolny ruch Stonca dookota §rodka mas uktadu mozemy
zaniedbac.

3. Wychodzac z trzeciej zasady dynamiki Newtona udowodni¢, ze wypadkowy moment
sit wewngtrznych centralnych uktadu punkéw materialnych jest rowny zeru.

4. Zeby obroci¢ walec o promieniu R wiszacy pionowo o kat df dookota osi walca
musimy przylozy¢ do walca sit¢ F skierowana prostopadle do osi walca. Udowodnic,
ze zewnetrzna sita F wykonuje pracg dA= M Udy | gdzie M = FOR - skladowa

momentu sity F wzdhuz osi walca.

5. Udowodni¢, ze w przypadku ruchu planety po orbicie kotowej mu > /2= GmM ¢ /2r .

6. Udowodni¢, ze w przypadku ruchu planety po orbicie kotowej 7 /T? = GM ¢ /4n* .
Wskazowka: skorzystaé z rozwiazania zadania 6.

7. Masa Stonca jest rowna M 0 2010* kg. Oszacowaé odleglosé Stonca od Ziemi.
Poréwna¢ wynik z odleglo$cia 152010° km.

8. Pierwszq predkosciq kosmiczng UV, nazywamy minimalna predkos¢, jaka musi miec¢

statek kosmiczny aby pozosta¢ na orbicie okotoziemskiej jako sztuczna satelita.

Wykaza¢, ze U, = /rlg = 8 km/s, gdzie 7 = 6.4010° m —promien Ziemi.
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9. Drugq predkosciq kosmiczng U, nazywamy minimalng predkos¢, jaka musi mieé

statek, aby moglby pokonaé przyciaganie ziemskie i sta¢ si¢ sztuczna satelita Stonca.

Udowodnié, ze U, = /2r0g = 1.4, = 11.2 km/s, gdzie ¥ = 6.4010° m —promien
Ziemi.
10. Trzeciq predkosciq kosmiczng U ; nazywamy minimalng predkos¢, jaka nalezy nadac

startujacemu z Ziemi statkowi aby mogt on pokonaé przyciaganie Slonica i opuscié

/ M
uklad Stoneczny. Udowodni¢, ze v, = ,[2G DTS =42 km/s.Tu R jest promieniem

orbity Ziemi dookota Stofica (R = 1.5010" m),a My = 197010 kg - masa Stonca.
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