Wyklad 6

Kinematyka ruchu obrotowego punktu materialnego

Ruch po okre¢gu

Rozwazmy ruch punktu materialnego po okregu. W tym przypadku polozenie punktu
A na okregu mozemy rowniez okresli¢ za pomoca wspoirzednych X.V.Z w wybranym
dowolnie uktadzie kartezjanskim. Jednak dogodniej jest okresli¢ potozenie punktu A4 na
okregu za pomoca kata p (rys.VL.1). Chwilowq predkosciq kqtowq albo kofowq nazywa sig
pochodna kata p wzgledem czasu ¢

@ =lim—z —=¢ . (VL1)
Udowodnimy, ze jezeli @ = &, = const | czyli predkos¢ katowa jest stata wtedy
P @)= l+ 9, . (VL2)

Tu ¢ o - warto$é kata ¢ w chwili poczatkowej 7= £, = 0.

Istotnie po podstawieniu (VI.2) do wzoru (VI.1) otrzymujemy:

Wo(tt Ayt - [w,tt w,0h¢
a)ZIimM=lim[ o )*9o1-[0, ¢°]:11m g =W, = const . (VL3)
A0 A Ar- 0 At A0 At
y Ruch po okregu ze stata predkoscia katowa
nazywamy ruchem jednostajunym obrotowym.
Czas, po uplywie, ktorego punkt materialny
A wykonuje jeden obrdét nazywamy okresem ruchu
‘m

x obrotowego. Okres ruchu obrotowego oznaczamy

duza litera T . Korzystajac z definicji okresu, ze

wzoru (V1.2) otrzymujemy (£, = 0):

P+ D22+ 9,=0,T+¢, .
Rys.VI.1. Ruch obrotowy
Skad mamy

= (VL4)

Wielko$¢ odwrotna do okresu
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nazywa si¢ czestosciq ruchu obrotowego. Latwo wyjasni¢ sens fizyczny czgstosci V,. W
czasie rownym okresowi 7= 7' punkt materialny wykonuje jeden obrdt. A zatem w jednostce
czasu punkt materialny wykonuje Vo = 1/7 obrotow. Na przyktad, jezeli 7= 1/100 sekundy,
to w czasie jednej setnej sekundy punkt wykonuje jeden obrot, a w czasie 1 sekundy punkt
materialny wykonuje 100 obrotow. Wigc czesto$¢ V= 1/T jest liczba obrotow punktu
materialnego w jednostce czasu. Czesto$¢ mierzymy w hercach (Hz). 1 Hz =1 s7'.

W ogdélnym przypadku predkosé katowa @ moze zaleze¢ od czasu. Zmiany predkosci

katowej w czasie okresla chwilowe przyspieszenie kqtowe:

ﬁ = llmA_wE d_w
b0 N dt

. (VL6)

Znajdziemy zwiazek migdzy chwilowa predkoscia liniowa i chwilowa predkoscia katowa, okreslona
wzorem (VL.1).
Niech w chwili poczatkowej =, = 0 punkt
materialny znajduje si¢ na okrggu w punkcie
A, a w chwili t=A4¢ - w punkcie B
(rys.V1.2). Jezeli rozwazamy bardzo maly
czas t=A0¢, dhugos¢ hiku 4B jest w
przyblizeniu réwna dlugoséci cigciwy AB.
Przyblizenie to jest tym lepiej spetnione, im
bardziej zmniejszmy odcinek czasowy Af.

Wtedy dla chwilowej liniowe] predkosci

punktu mozemy zapisac

_ ... AB
U= Altm%ﬂ . (VL.7)
Z rys.V1.2 wida¢, ze
AB:2DAC=2DrDsinHMH= 2Drﬂ%: rihg . (VL8)
0210

Tu skorzystalismy z przyblizenia, ze dla matych katow sina = o .

Po podstawieniu (VI.8) do (V1.7) znajdujemy
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_FDAIET(I)A_t_rm . (VIg)

Ze wzoru (V1.9) otrzymujemy, ze w przypadku ruchu punktu materialnego po okregu
ze stata predkoscia katowa @, = const | bezwzgledna warto$¢ predkosci liniowej U = |Uq| jest
tez stala.

Z rys.V1.2 wynika, ze gdy Af - 0 wektor przemieszczenia A7 dazy do stycznej w
punkcie A . A zatem predkos¢ chwilowa w punkcie 4 jest wektorem stycznym do krzywej w
tym punkcie, czyli jest prostopadla do wektora wodzacego punktu 7. Z rys.VL.2 wynika
réowniez, ze predkos¢ liniowa U punktu materialnego poruszajacego si¢ po okregu ciagle
zmienia swoj kierunek. A zatem ruch po okrggu jest ruchem z przyspieszeniem.

Znajdziemy teraz przyspieszenie punktu materialnego poruszajacego si¢ po okregu, w
przypadku, gdy predkos¢ linowa |Uﬁ| = const . Rozwazmy znow dwa punkty 4 1 B (rys.VL.3).
Z podobienstwa trojkatow AOBi DBE (rys.V1.3) wynika, ze wektor AU = U, - U, ktory

pokrywa sig z wektorem pg ma dtugo$é

DE = 20DF =20 DsinHMH
020

) (VI.10)
=20 D7¢ zulAg
A zatem dla dlugos$ci wektora przyspieszenia mozemy zapisac:
DE
= lim——=v D—¢ . (VL11)
A2 0 Ag
Biorac pod uwage wzoér (V1.9), ze wzoru (VI.10) mamy
U 2
a=uvw=—. (VI.12)

r

Kierunek wektora przyspieszenia (VI.12) pokrywa si¢ z kierunkiem wektora

Mir=v0,-0,= DE , ktory przy At - 0O jest prostopadty do wektora predkosci U” w punkcie
A (rys.VL.4). A zatem wektor przyspieszenia a punktu materialnego jest rownolegly do

wektora wodzacego 7, ale zwrot wektora a jest przeciwny do zwrotu wektora 7. Dlatego

przyspieszenie to nosi nazwe przyspieszenia radialnego lub przyspieszenia dosrodkowego 1

oznacza si¢ d, .
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Rys.VI.3 Rys.V1.4

Podsumowujac mozemy powiedzie¢, ze ruch obrotowy punktu materialnego po okregu
ze stala predkoscia odbywa sig¢ ze staltym dosrodkowym przyspieszeniem skierowanym ku

srodkowi okregu. Bez tego dosrodkowego przyspieszenia ciato (punkt materialny)

poruszatoby sie wzdluz wektora predkosci U . Istnienie do$rodkowego przyspieszenia d,

powoduje, ze ciato ciagle ,,spada” na Srodek okregu i poruszajacy si¢ punkt materialny

pozostaje na okregu.

Przyspieszenie styczne i dosrodkowe

Wprowadzajac jednostkowy wektor 7 (|ﬁ| = 1), (rys.VL3) skierowany od punktu A

ku srodkowi okregu, wektor przyspieszenia dosrodkowego mozemy zapisaé w postaci:

r

U2
i =—0i . (VL13)
r

Jednostkowy wektor 7 jest podobny do wektoréw jednostkowych bazy uktadu odniesienia €,
, €, i €. Wektor ten wyznacza jedynie kierunek w przestrzeni. Jednak, w odroznieniu od

wektorow €., €, i é_, wektor 7 nie jest wektorem stalym i zmienia swoj kierunek wraz ze

zmiang potozenia punktu materialnego na okregu. Wektor 7 jest skierowany do $rodka
okregu, a zatem ma kierunek przeciwny do kierunku wektora wodzacego 7 . Wprowadzajac

jednostkowy wektor:
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n.=—=-n
- |F| , (VL.14)
przyspieszenie dosrodkowe mozemy zapisa¢ w postaci:
- v:i oo,
a =-—>M0 =-0"0r. (VL.15)

7

Tu uwzgledniliémy, ze (v /7) = @ (patrz wzér (VL.9)) oraz 7 = r[ii,| (patrz wzér (VL.14)).
Wektor predkosci chwilowej punktu materialnego poruszajacego si¢ po okrggu, jak
widzielismy wyzej, jest wektorem stycznym do okregu w punkcie gdzie znajduje si¢ punkt

materialny. Wprowadzajac jednostkowy wektor 7, , styczny do okregu w punkcie A

(rys.V1.3):
1 = z: , (VL.16)
wektor predkosci chwilowej dla ruchu po okregu mozemy zapisa¢ w postaci:
U=v Dﬁw =) DrD@ ) (VL.17)

Jednostkowy wektor 7; jak i wektor 7, nie jest statym wektorem i zmienia swoj
kierunek przy zmianie polozenia punktu materialnego na okregu.
Korzystajac ze wzoru (VI.17) mamy
dn,

V18
= (VL18)

r

&:d—uzuD
dt

Porownujac wzor (VI.18) ze wzorem (VI.15), ktory wyprowadziliSmy rozwazajac

przypadek ruchu po okregu ze stata predkoscia katowa, znajdujemy

. v dr,
a =-—>0, =0 0—. (VL.19)
r dt

Ze wzoru (VI.19) otrzymujemy wazny dla nastgpnych rozwazan wzor:

dﬁ¢ [/ —
—=-—n, . (VIL.20)
dt r

Chociaz wyprowadzilismy wzor (VI.20) tylko na przyktadzie ruchu po okrggu ze stata
predkoscia, okazuje sig, ze ten wzor jest stuszny w przypadku ruchu po dowolnej krzywej nie

bedacej okrggiem. W tym przypadku jednak 7 okre$la tak zwany promien krzywizny krzywej
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w punkcie, w ktorym obliczamy przyspieszenie. Promien krzywizny okresla o ile jest
zakrzywiona krzywa w danym punkcie. Dla okrggu promien krzywizny dla wszystkich
punktow jest taki sam i1 pokrywa si¢ z promieniem okrggu. Dla prostej promien krzywizny
jest rowny nieskonczono$ci. Dla dowolnej krzywej im bardziej jest zakrzywiona krzywa w
otoczeniu wybranego punktu, tym mniejszy jest promien krzywizny. O promieniu krzywizny
krzywej bedzie mowa p6zniej na analizie matematyczne;.

Skorzystamy teraz z matematycznego twierdzenia, ze prawie dowolna funkcje

S (x+* dx) mozna przedstawi¢ w postaci szeregu Taylora

f(x+bx)= f(x)+ %A)ﬁ O(Lx*) | (VL.21)

2 : : 2 3 . .
tu O(lx”) oznacza wyrazy zawierajace Ax~,Ax”,... , a stowo ,prawie” oznacza, ze

rozwazamy taka funkcje f(x) dla ktdrej istnieje pierwsza (i drugie) pochodne.
Udowodnimy teraz jeden z podstawowych wzoréw rachunku roézniczkowego - wzor

na pochodna od iloczynu funkcji
d dh du
—[u()h(t)] = u(t)—+ h(t)— . VI1.22
S OTO]= w@) =t ) (V1.22)

Biorac pod uwage wzor (V1.21) oraz okreslenie pochodnej natychmiast otrzymujemy

u(t+ Ao)Oh(e+ Be) - u(r)Uh(r)
At

i[u(t) Dh(f)] = lim
dt At- 0

du 5 dh ,
. [u(®) + EAH O x)]IA() + EAH O(bx™)] - u(t) Uh(t) : u@)ﬂ?+ h(t)Dﬂ .
YA At t dt

Wroémy teraz do ruchu punktu materialnego wzdluz dowolnej krzywej na
plaszczyznie. W tym przypadku, korzystajac ze wzoru (VI.22) dla przyspieszenia punktu

materialnego znajdujemy

ar _dv@®tng] _dv . dr
= o= g0

a=- = ' (VL1.23)
dt dt dt dt
Biorac pod uwage wzor (VI.20), wzor (V1.23) mozemy zapisa¢ w postaci
v v’
a= —mn, - —n, VI1.24
' ( )
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Ze wzoru (V1.24) wynika, ze w przypadku ruchu po dowolnej krzywej ze zmienng w

czasie predkoscia przyspieszenie zawiera dwa skladniki:

- v?

a =-—=Uln, (VL.25)
r
- przyspieszenie dosrodkowe, oraz
o_dv
a, = ZDW (VIL.26)

- przyspieszenie styczne.

Wektor przyspieszenia dosrodkowego jest prostopadty do wektora predkosci punktu, a
zatem wywoluje zmiany kierunku wektora predkosci. Natomiast wektor przyspieszenia
stycznego jest rownolegly do wektora predkosci punku, a wigc zmienia tylko warto$¢
(dhlugosc) wektora predkosci.

Zadanie 1: punkt materialny porusza si¢ po okrggu o promieniu 7 z predkoscia, ktora

zmienia si¢ w czasie jak:
vE|= el

gdzie ¢ jest stala. Znajdziemy przyspieszenie dosrodkowe i przyspieszenie styczne.

Rozwiazanie: ze wzorow (VI1.25) i (VI.26) otrzymujemy:

2 2.2
- [/ — ctt .
a =-—In =- n, ,
r r
_o_du . .
a, = —LUn; = cln, .
t

Wielkosci katowe jako wektory. Iloczyn wektorowy dwoch wektordow

Przy rotacji punktu materialnego po okrg¢gu ruch punktu moze zachodzi¢ w dwie rézne
strony: zgodnie z wskazowka zegara albo w przeciwnag strong. Dlatego, zeby rozr6zni¢ te dwa
mozliwe ruchy po okregu wprowadza si¢ wektor predkosci kqtowej albo wektor predkosci

kotowej. Wektor ten wprowadzamy stosujac reguty (rys.VL5):
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Rys. VL.5. Wektor predkosci katowe;j

1) ze $rodka okregu rysujemy o$ obrotu -
prosta prostopadta do ptaszczyzny, w ktorej
odbywa si¢ ruch kotowy; 2) na osi obrotu ze
srodka okregu oznaczamy odcinek o dlugos$ci
3)

kierunek otrzymanego odcinka (strzatke)

rownej warto$ci  predkosci  katowe;;

wybieramy w taki sposob aby$my patrzac

wzdhuz niego (z tytlu strzatki) widzieli ruch obrotowy punktu odbywajacy si¢ zgodnie ze

wskazowka zegara. Moze powsta¢ pytanie:

rzeczywiscie sa wektorami?”’

|
|
|
|
|
|
|
I
!
n
(
|
!
l
|
|
!

,»Czy wprowadzone w taki sposob wektory

Rys.VL6

Dlatego, zeby odpowiedzie¢ na to pytanie musimy sprawdzi¢, czy tak wprowadzone

wektory spelniaja prawa dotyczace wektoréw, m.in. prawo dodawania wektoréw, a w

szczegllnosci prawo przemiennoSci g+ b = b + g . Latwo zauwazy¢ z prostego przykladu

obrotu ksiazki (rys.VI1.6), ze prawo to nie jest stuszne, w przypadku skonczonych

przemieszczen katowych. Jednak wektor @ jest okreslony jako pochodna od kata obrotu ¢ ,

czyli dotyczy nieskonczenie matych przemieszczen katowych (§7(¢,) = ¢°(¢,))

@ = lim

At=ty-t,- 0

CYREAUY

L=t

Tu wektor § ma zwrot wzdtuz osi obrotu, a warto$¢ bezwzgledna rowna 0.

Mozna udowodnié¢, ze dla nieskonczenie matych przemieszczen katowych prawo

przemiennosci jest stuszne, czyli 6,+6,=0,+0,. A zatem wprowadzenie wektorow

opisujacych przemieszczenia katowe jest uzasadnione.
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OtrzymaliSmy wyzej nast¢pujace wzory, opisujace ruch obrotowy

w Wwha
vlubatK

QY

Rys.VL.7

U=u Dﬁ¢ =0 Urln, | (V1.27)
dow .
= rl—n, | VI.28
dr * ( )
[/ -
-—n, = -0 D0, . (VL.29)
,

Rys. VL7 przedstawia wektory?,U,d,,d,,

0,0 = d/dt dla obracajacego si¢ punktu
materialnego. Wzory (VI.27) — (VI1.29)

dogodniej jest zapisaé w postaci, w ktorej

zamiast skalarnych wielkosci  7,U,4,,d,,

0,0 = do/dt wystepuja wielkosci

wektorowe  7,U,d,,a,,0,0 = di/dt. Ta
posta¢ wzorow (VL.27) — (VI.29) bedzie
szczegbOlnie uzyteczna dla przypadkow, dla

ktorych o$ obrotu jest osia ruchoma.

Dlatego, zeby wykona¢ takie przeksztalcenie wzorow (VI.27) — (VI.29) musimy

wprowadzi¢ pojecie iloczynu wektorowego dwoch wektorow a i b . lloczynem wektorowym

dwoch wektorow @ i b , oznaczanym jako g x b (albo [ a x b ]) nazywamy wektor ¢ = g x b

prostopadty do ptaszczyzny utworzonej przez te dwa wektory (rys.VLS).

Ac=axb

Rys. VL8
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Warto$¢ bezwzgledna wektora ¢ okresla rOwnanie

¢z |e|= ablsing | (V1.30)

gdzie § jest mniejszym katem zawartym miedzy wektorami a i b . Zwrot wektora ¢ = gx b
okresla reguta prawoskre¢tnej $ruby: kierunek poruszania sig Sruby prawoskretnej (od wektora
a do wektora p ) okresla zwrot wektora ¢ (rys.VL8).

Korzystajac z okreslenia iloczynu wektorowego tatwo zapisa¢ wzory (VI1.27) — (VI1.29)

przez wektory 7,U,d,,d, 0,0 = di /dt

U=@xF, (VL31)
a,=axr (VL.32)
a. =woxu . (VL33)

Istotnie, iloczyn wektorowy @ X7 ma warto§¢ bezwzgledna @ Ur i kierunek

pokrywajacy sie ze zwrotem wektora 7, . Podobnie, iloczyn wektorowy @ X 7 ma warto$é

bezwzgledna (dw /dt)0r i kierunek pokrywajacy sie ze zwrotem wektora 7; . Iloczyn
wektorowy @ x 0" ma warto$¢ bezwzgledna @ W i kierunek pokrywajacy si¢ ze zwrotem
wektora - 7, .
Literatura do Wyktadu 6.
1. Robert Resnik, David Halliday: Fizyka 1, Wydawnictwo PWN, Warszawa, 1994, str.

248 — 265.
2. Sz. Szczeniowski, Fizyka doswiadczalna, t.1, PWN, Warszawa 1980, str. 44-53.

Zadania do Wyktadu VI

1. Potozenie katowe punktu materialnego znajdujacego si¢ na obrgczy obracajacego si¢

kota okresla wzor

] =¢0+w0t+%ﬁﬂt2. (VL34)
a) Wyprowadzi¢ wzor, ktory okresla zalezno$¢ predkosci katowej od czasu; b)
udowodni¢, ze wzor (VI.34) opisuje ruch obrotowy ze stalym przyspieszeniem
katowym; c) Jaki sens maja ¢ , i @, w réwnaniu (V1.34).

2. Plyta gramofonowa obraca si¢ z predkoscia katowa 33 obr/min. Jaka jest predkosé

liniowa punktu ptyty, w ktérym dotyka igla: a) na poczatku i b) na koncu odtwarzania?
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10.

Zatozy¢, ze odleglosci igly od osi obrotu wynosza 15 cm na poczatku i 6 cm na koncu.
Odpowiedz: a) 31 m/min; b) 12,4 m/min.

Potozenie katowe punktu materialnego znajdujacego si¢ na obrgczy obracajacego si¢
kota okresla wzor ¢ = at’ - bt . a) Jaki wymiar maja wielko$ci @ i b ?. Znalezé wzory
na predkos$¢ 1 przyspieszenie katowe.

Obracajace si¢ wokol swojej osi koto, wskutek tarcia o 0§, zaczyna hamowac. Po
uplywie 3 min jego predkos$¢ katowa wynosi 0,7 predkosci katowej @ o = 10 obr/min
na poczatku tej minuty. Przyjmujac, ze sity tarcia sa state, obliczy¢ opdznienie katowe
kota. Odpowiedz: -1 obr/min’.

Obracajace si¢ wokot swojej osi koto, wskutek tarcia o 0§, zaczyna hamowaé. Po
uptywie 1 min jego predkos¢ katowa wynosi 0,9 predkosci katowej @, na poczatku
tej minuty. Przyjmujac, ze sily tarcia sa stale, obliczy¢ predkos¢ katowa po uptywie 3
min. Odpowiedz: 0,7 0.

State przyspieszenie katowe kota wynosi 1 rad/s’. Ile musi by¢ rowna predkosé
poczatkowa kota, aby w ciagu 2 s koto obrdcito sie 0 360°. Odpowiedz: 2,14 rad/s.
Jaka jest predkos¢ katowa samochodu jadacego po torze kolowym o promieniu 90 m z
predkoscia 60 km/h? Odpowiedz: 0,185 rad/s.

Jaki jest stosunek przyspieszenia dosrodkowego zwiazanego z obrotem Ziemi punktu
znajdujacego si¢ na rowniku, do przyspieszenia Ziemi zwigzanego z jej ruchem
dookota Stonca? Przyja¢ kotowe orbity. (Promien Ziemi wynosi okoto R= 6 400 km,
a odlegto$¢ Ziemi od Stonca wynosi okoto R = 150 10° km). Odpowiedz: 5,7.

Cialo obraca sie wokot statej osi ze statym przyspieszeniem katowym f . Predko$é

poczatkowa katowa rowna si¢ zeru. Udowodni¢, ze dla punktu znajdujacego si¢ w
odlegtosci 7 od osi obrotu przyspieszenia dosrodkowe i styczne sa rowne a, = 7B *t’
ia =1 .

Punkt materialny obraca sie¢ wokot stalej osi ze stalym przyspieszeniem katowym f .
Odleglos¢ punktu od osi wynosi 7, a jego predkos¢ poczatkowa katowa rowna sig
zeru. W pewnej chwili przyspieszenie wypadkowe (dosrodkowe + styczne) tworzy kat

60° z przyspieszeniem stycznym. O jaki kat obrocil sie punkt materialny dookota osi

do tej chwili? Odpowiedz: ¢ = V3/2 rad. Wskazéwka: skorzysta¢ z rozwigzania

zadania 9.
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