Wyklad 4

Zasada zachowania energii

Sily zachowawcze i niezachowawcze

Wszystkie istniejace sily mozemy podzieli¢ na sity zachowawcze 1 sily nie
zachowawcze. Sita jest zachowawcza, jezeli praca, ktorq wykonuje ta sita nad punktem
materialnym poruszajqcym sie po zamknietemu toru rowna sie zeru. Udowodnimy, ze sita
grawitacyjna jest sita zachowawcza.

Obliczmy najpierw pracg sity grawitacyjnej po przemieszczeniu punktu materialnego o
masie M z wysoko$ci /, do wysoko$ci £, wzdhuz prostej AB (rys. IV.1). Podzielmy odcinek
prostej AB na " malych odcinkow. W kazdym punkcie prostej 4B na punkt materialny

dziata stata skierowana w dot sita
F=mg . (Iv.1)
A zatem praca, ktéra wykonuje sila grawitacyjna na i - tym odcinku prostej] 4B wynosi

A4 = FDd@ = mg D‘dTI‘ Ocosa (IV.2)

gdzie 0 jest katem miedzy sita F i

wektorem ds, = AB/n.

Calkowita praca sily grawitacyjne] bedzie

h?. réwna sumie prac (IV.2), czyli

B C ,,

A, = z A, = mg D‘E‘ Ocosa . (IV.3)

Rys.IV.1. Obliczanie pracy sity grawitacyjnej

Poniewaz
‘E‘ Tcosa = (b - hy) (IV.4)
ze wzoru (IV.3) otrzymujemy
A = mg(h - hy) . (IV.5)
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Ze wzoru (IV.4) wynika, ze praca sity grawitacyjnej zalezy tylko od réznicy wysokosci, a
zatem praca sity grawitacyjnej wzdtuz prostej AC (rys.IV.1) bedzie taka sama, jak praca
wzdluz prostej AB.

Gdy rozwazamy odwrotny ruch punktu materialnego z wysokosci #, do wysokosci 4,

wzdhuz prostej BA praca sity grawitacyjnej wynosi:

Ay, = FOBA= mgT|BA|Tcos(180" - ¢ ) = - mg(|Bd|Teoso . (IV.6)

Tu skorzystalismy ze wzoru cos(180° - ¢ ) = cos(180”) cosa + sin(180”) Osina = - cosa .

Uwzgledniajac wzor (IV.4) otrzymujemy

Ay, = ~mg(hy - hy)= -4, . (IV.7)
s A zatem, jak wida¢ ze wzoru (IV.7) praca
> wykonana przez sitg grawitacyjna nad cialem

poruszajacym si¢ od punktu A4, znajdujacym
h sic na wysokosci h,, do punktu B,
znajdujacym si¢ na wysoko$ci /4, , nie zalezy

w ogodle od drogi laczacej te punkty 1 jest

c X robwna prace wykonanej przy przejsciu od B
do A4, lecz ze znakiem minus.

Jezeli rozwazmy teraz zamknigta krzywa o dowolnym ksztalcie zawierajacym punkty

A 1 B, to zgodnie z (IV.7) praca, ktorq wykonuje sita grawitacyjna nad punktem

materialnym poruszajqcym sie po zamknietemu toru rowna sie zeru
A= Ayt Ay = Ay~ Ay = 0. (IV.8)

A zatem udowodnili$my, Ze sila grawitacyjna jest sita zachowawcza. Powtorzmy, ze dla sity
zachowawczej praca, ktorq wykonuje ta sita nad ciatem poruszajqcym sie pomiedzy dwoma
punktami zalezy tylko od potozenia tych punktow i nie zalezy od ksztattu drogi lqczqcej te
punkty.

Przyktadem sily zachowawczej jest rowniez sita Coulomba, okreslajaca oddzialywanie
dwoch tadunkow elektrycznych.

Dla sil niezachowawczych praca nad punktem materialnym poruszajacym si¢ wzdluz

zamknigtego toru nie jest rowna zeru. Przykladem sity nie zachowawczej jest sita tarcia. W
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przypadku sity niezachowawczej praca, ktorq wykonuje ta sita nad ciatem poruszajqcym sie

pomiedzy dwoma punktami zalezy od ksztaltu drogi tqczqcej te punkty.
Sily potencjalne. Energia potencjalna. Prawo zachowania energii.

Ze wzoru (IV.7) wynika, ze dla tego zeby obliczy¢ pracg, ktora wykonuje sita

grawitacyjna wystarczy wiedzie¢ skalarng funkcje

U(h)= mgh . (IV.9)

Wtedy praca sity grawitacyjnej nad punktem materialnym poruszajacym si¢ od punktu 4 do
punktu B wynosi

A, =Uh)-Uh,) . (IV.10)

Sity, dla ktorych mozemy wprowadzi¢ skalarna funkcje U(X,y,z) nazywamy sifami
potencjalnymi. Skalarna funkcja U(x, y,z) nosi nazwe energii potencjalne;.

Wybierajac kartezjanski uktad wspotrzednych tak, aby kierunek osi Oz byl przeciwny
do kierunku wektora przyspieszenia g = - gle, i zamieniajac w (IV.9) & przez (z) tatwo
widzieé, ze
dUé _ d(mgz)é.

ﬁ: - z z
dz dz

= -mgle,. (IV.11)

W ogoélnym przypadku energia potencjalna jest zwiazana z sitq potencjalng wzorem

0U(x,y,z)é + aU(xay,Z)é + aU(xay,Z)é

[ 0x dy g 0z

.1, (IV.12)

We wzorze (IV.12) wielkosci 0U(x,y,2)/0x, dU(x,y,2)/0y, 0U(x,y,2)/0z nosza nazwe
czqstkowych pochodnych funkcji (energii) potencjalnej U(x,y,z) wzgledem, odpowiednio,
X,,Z . Czastkowa pochodnag funkcji U(x,y,z) wzgledem, na przyklad, zmiennej X okresla

WzOr

U (x,y,2) _ lim U(xtbx,y,2)- U(x,y,2)
0x bx- 0 Ax '

(IV.13)

Zadanie 1. Na ciato poruszajace si¢ wzdhuz osi Ox dziala sita F = - kx, powodujac
jego ruch. Znajdziemy funkcje energii potencjalnej U(x) dla tego ruchu.
Rozwiazanie. Zgodnie z (IV.12)

dU

F=-kx=-—.
dx
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Skad otrzymujemy
dU = kxdx .
Korzystajac ze wzoru xdx = d(x*)/2, znajdujemy
dU:ﬂlmﬁ.
2
A zatem
U(x)-= 1 kx?
2 .

Dla sit potencjalnych (patrz wzor (IV.10)) praca, ktorq wykonuje sita potencjalna nad
ciatem poruszajqcym sie¢ pomiedzy dwoma punktami A i B nie zalezy od ksztaltu drogi

taczqcej te punkty a zalezy jedynie od wartosci energii potencjalnej w tych punktach
Ap=U,-Uy, (IV.14)

Zgodnie z tym wzorem praca, ktora wykonuje sita potencjalna nad punktem materialnym

poruszajacym si¢ od punktu B do punktu 4 wynosi
Ay, = U= U, (IV.15)

A zatem sita potencjalna zawsze jest sita zachowawcza, poniewaz praca tej sity nad punktem

materialnym poruszajacym si¢ po zamknigtemu toru rowna sig zeru
A= Apt+t Ay = U, -U,+U,-U,=0, (Iv.16)

Nalezy zwréci¢ uwage, ze przy okreslaniu energii potencjalnej istnieje pewna
dowolno$¢, zwiagzana z tym, ze sens fizyczny ma tylko rdznica energii potencjalnej. Istotnie

zamiast energii potencjalnej (IV.9) mozemy rozwazac potencjalng energi¢
U(h)= mgh+ C | (Iv.17)

gdzie C jest dowolna stata. Wybdr energii potencjalnej sily grawitacyjnej w postaci (IV.17)
nie zmienia ani pracy (IV.10), ani sily (IV.11). A zatem wartos¢ bezwzgledna energii
potencjalnej jest zawsze okreslona z doktadnoscia do dowolne;j state;.

Ta niepewnos$¢ w energii potencjalnej mozemy wyeliminowag, jezeli wybierzemy jakis$
punkt odniesienia. W przypadku energii potencjalnej (IV.17) dogodniej jest wybra¢ jako punkt

odniesienia potencjalna energi¢ na powierzchni Ziemi i zatozy¢, ze

Uh=0)=C=0,
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Na wyktadzie 3 otrzymaliSmy, ze praca dowolnej sity (potencjalnej albo
niepotencjalnej) nad punktem materialnym poruszajacym si¢ pomiedzy dwoma punktami A4 i

B okresla wzor
Ap=T-T,. (IV.18)

Tu Ty=mu,/2 i T,= mv3/2 sa, odpowiednio, energie kinetyczne ciata w punkcie B i
punkcie 4.
Z porownania (IV.14) 1 (IV.18) otrzymujemy

I,-T,=U,-U, . (IV.19)
Skad mamy
E=T,+U,=T,+U,*= const . (Iv.20)

Wzor (IV.20) wyraza jedno z podstawowych praw w fizyce - prawo zachowania catkowitej
energii punktu materialnego.

Wyzej omowiliSmy pewna dowolnos¢ w wyborze punktu odniesienia energii
potencjalnej. Warto$¢ energii kinetycznej okresla predkos¢ ciata, ktora w réznych uktadach
odniesienia bedzie miata r6zna warto$¢. A zatem warto pamigtaé, ze zawsze istnieje pewna
niejednoznaczno$¢ przy okreslaniu wartosci bezwzglednej energii mechanicznej E, ktora jest
suma energii kinetycznej 1 potencjalnej. Ale warto tez pamigtaé, ze nie jest rzeczq wazna
warto$¢ bezwzgledna energii E. Rzecza wazna jest fakt, ze jezeli sily sa sitami
zachowawczymi, to warto$¢ bezwzgledna energii E£ nie zmienia si¢ podczas ruchu dla
zadnego obserwatora.

Prawo zachowania energii umozliwia w niektorych przypadkach sil potencjalnych nie
rozwiazujac réwnan ruchu znalez¢ odpowiedzi na niektdre zagadnienia, zwiazane z ruchem
punktu materialnego. Rozwazmy przyktad takiego zagadnienia.

Zadanie 2. Wahadto utworzone z lekkiego sztywnego preta o dlugosci / 1 z ciala o
masie " przymocowanego do konca tego preta, ustawiono tak, aby pret tworzyl kat 0, z
pionem, po czym je puszczono. Obliczmy predkos¢ ciala w chwili, gdy znajduje si¢ ono w
najnizszym potozeniu.

Rozwiazanie. W chwili # = 0, kiedy pret tworzyt kat 8, z pionem, predko$é ciala byta

réwna zero, a zatem calkowita energia sktadata sig tylko z energii potencjalnej ciata
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E@® =6,)=U@® = 0)+ mg(l- [0cosb ).
Tu U@ = 0) - energia potencjalna ciala w
chwili, gdy znajduje si¢ ono w najnizszym
potozeniu.

W chwili, gdy cialo znajduje si¢ w najnizszym

potozeniu catkowita energia ciata wynosi
mu

E@ =0)=U® = 0)+

Z zasady zachowania energii wynika, ze energia £(6 = 0,) musi by¢ rowna energii £(f = 0),

a wiec

2
U® = 0)+ mg(l- ITcosf )= U@ = 0)+ ™

Ze tego wzoru znajdujemy

2
mg(l - 1Tcosf ) = ””‘; : (Iv.21)

Z lewej strony rownania (IV.21) mamy energi¢ mechaniczna wahadta w chwili 7 = 0, ktora
sklada si¢ tylko z energii potencjalnej. Natomiast z prawej strony mamy tylko energig
kinetyczna wahadta w chwili, kiedy wahadlo zajmowato pionowe potozenie. A zatem z zasady
zachowania energii wynika, ze energia moze by¢ przeksztalcona z jednej formy w inna
(energia potencjalna w energie kinetyczng i na odwrot), ale nie moze by¢ wytwarzana, ani
niszczona.

Ze wzoru (IV.21) znajdujemy ostateczny wynik

v = \/Zng(l- cosf,) .
Skad otrzymujemy, ze predkos¢ ciata bedzie miata maksymalng mozliwa warto$¢ U = 2@ ,

gdy 6, = 180",

Wyzej mowiliSmy, ze nie wszystkie sity sa silami potencjalnymi, a zatem nie dla
wszystkich sil mozemy wprowadzi¢ pojgcie energii potencjalnej. Przyktadem sity
niepotencjalnej jest sita tarcia. W przypadku istnienia sit niepotencjalnych prawo zachowania
energii mechanicznej ciata nie jest stuszne 1 zwigzane jest to z tym, ze sity niepotencjalne,
wykonujac pracg nad ciatem zmniejszaja calkowita energi¢ mechaniczna ciala. Moze powstacd
pytanie: co si¢ stato z ta ,.stracong” energia mechaniczna? Odpowiedz na to pytanie tatwo

znalez¢ rozwazajac na przyktad nagle hamujacy samochdéd. W tym przypadku sita tarcia
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wykonuje pracg (hamuje samochod), wskutek czego samochod catkowicie traci swoja energig
kinetyczna. Ta ,,stracona” energia kinetyczna samochodu objawia si¢ we wzroscie temperatury
1w czg§ciowym zniszczeniu opon samochodu oraz pokrycia drogi. A zatem ,,stracona” energia
zostaje przeksztatlcona na inne formy energii (energi¢ wewngtrzna (albo cieplna) opon i
drogi), a czg$¢ energii zostaje zuzyta na czg§ciowe zniszczenie opon samochodu oraz pokrycia

drogi.
Sily centralne

Potencjalne a wigc zachowawcze sa, tak zwane, sily centralne. Sita centralna jest to
sita dziatajaca wzdhuz prostej taczacej punkt materialny 1 pewien nieruchomy punkt, zwany

centrum sity:
F= f(x,y,2)0F , (IV.22)

gdzie f(x,y,z) jest skalarna funkcja wspotrzednych punktu.
Z sila postaci (IV.22) czgsto spotykamy si¢ w fizyce. Przyktadami takiej sily sa sila

grawitacji oraz sita Coulomba, ktére mozemy zapisa¢ w postaci:

F-= %DF , (IV.23)
Dla sity grawitacyjnej:
k= Gmm, . (Iv.24)
Dla sity Coulomba:
1
= ane, 4.9, . (Iv.25)

Mozna udowodnié, Ze sifa centralna jest sila potencjalng i energia potencjalna tej sity

okresla wzor
k k

Ux,y,z)= — & ——————
. \/m . (IV.26)

Istotnie, korzystajac ze wzoru 0[u(x,y,z)]" /0x= nlu""(x,y,z)0u/dx znajdujemy,

Ze

N P 2 24-3/2 - X
—-§(x+y+z) D2x=-r—3,
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0 1 0 -1/2 1 .

0_(_):0_’x2+y2+22] =-E(x2+y2+22)3/2ﬂ2y5-13,
yr Yy r
¢ 1 07, 2 2|12 1, 2 24-3/2 z
— (=)= — + + - -— + + Rz=z-—
Oz eyt 2 St ) e - S

a zatem, zgodnie z (IV.12) 1 (IV.26)

F = - 0—U— -k—( )= k (TV.27a)
dx Ix r
iU y
F =-—-= -k— k—
) . ay(r) 3 (IV.27b)
U
F =-—-= -k—( ) = k— (IV.27¢)
0z 0z r

Biorac pod uwage wzory (IV.27), site ' mozemy zapisa¢ w wektorowej postaci

F=Fé +Fg +Fé -

X x y

k| _ - -
—\xe, t ye, + zez) =
r v

L3

3

7 (IV.28)

poniewaz 7' = Xé t ye, + ze_,

A zatem udowodnili$my, ze funkcji potencjalnej (IV.26) odpowiada sita centralna
postaci (IV.23). Wazna cecha sit centralnych jest to, ze ruch cial w polu sit centralnych jest
zawsze ruchem ptaskim, tj. trajektoria ciata lezy zawsze w plaszczyznie. Z tego wilasnie
powodu Ziemia porusza si¢ wokol Stonca w jednoznacznie zorientowanej w przestrzeni
plaszczyznie 1 nigdy nie wychodzi za granicy tej ptaszczyzny. Udowodnienie tej waznej cechy

sity centralnej wykonujemy na Wyktadzie 7.
Pole grawitacyjne

Ze wzoru na sitg grawitacyjna

F:=G 0F | (IV.29)

wynika, ze sila przyciagania, ktora dziata ze strony masy M na ciatlo o masie 7 jest wprost

proporcjonalna do tej masy:

F=mlE , (IV.30)
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Tu:
E-= G—3D17 , (IV.31)

Wektor £ okre$la site przyciagania, ktora dziata ze strony masy M na cialo o dowolnej
masie. Dhugo$¢ tego wektora zalezy tylko od masy M zrdédla sity grawitacyjnej oraz od
polozenia ¥ punktu w przestrzeni. Wigc jezeli mamy zrdédlo sity grawitacyjnej o masie M ,
mozemy dla kazdego punktu o wektorze wodzacym 7 obliczy¢, zgodnie ze wzorem (IV.31),
wektor E. Okreslony w taki sposob zbior wektorow E w kazdym punkcie przestrzeni

nazywamy polem grawitacyjnym. Mowimy, ze cialo o masie M jest zrodtem wektorowego

pola grawitacyjnego. Wektor E(7) nosi nazwe natezenia pola grawitacyjnego. Zgodnie ze
wzorem (IV.30) dla tego, zeby sprawdzi¢ czy istnieje w przestrzeni pole grawitacyjne musimy
wzia¢ probne cialo o masie 7 1 zobaczy¢ co si¢ dzieje si¢ s tym probnym ciatem.

Sita grawitacyjna, jak wiemy jest sita potencjalna. Dla sity potencjalnej mozemy
wprowadzi¢ energig potencjalna. W podobny sposéb dla pola wektorowego sity grawitacyjnej

mozemy dla kazdego punktu przestrzeni, zamiast wektora natgzenia pola E(7), wprowadzi¢

skalarna funkcje zwana potencjatem pola grawitacyjnego 9 (¥') . Ze wzordéw (IV.26) i (IV.24)

latwo widzie¢, ze

U(x,y,z) _ GIM

0 (x,y,2)=
" Erarerl (IV.32)

Zadanie 3. Sita przyciagania przez Ziemie ciata o masie 7 dana jest wzorem

F=mg. (IV.33)
Z drugiej strony tg sama site okresla wzor
m UM
F=G FE £ (IV.34)

gdzie R, = 6,37010° km jest promieniem Ziemi, a M, jest masa Ziemi. We wzorze (IV.34)

G= 6,670107" Nm*kg® jest stala powszechnego ciazenia. Korzystajac z tych wzoréw
znajdziemy ile wynosi masa Ziemi.

Rozwiazanie. Laczac wzory (IV.33) i (IV.34) otrzymujemy
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_ gR _ 9.80(6,37010°)

M
G 6,670107"

= 5,97010* kg. (IV.35)
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Zadania do Wyktadu 4

. Na ciato poruszajace si¢ wzdtuz osi Ox dziala sita F = - kx, powodujac jego ruch.
Udowodni¢, ze ta sila jest sita zachowawcza.

. Migdzy dwoma punktami materialnymi o masach m, i m,, znajdujacym na osi Ox

dziata sila grawitacyjnego przyciagania F = ‘F ‘: Gm‘Tz, gdzie x - odleglos¢
x

miedzy punktami. Znalez¢ funkcje potencjalng U(x) , odpowiadajaca grawitacyjnemu
oddziatywaniu.

. Rozwiazujac na tym Wykladzie zadanie 2 skorzystali§my z prawa zachowania energii
Upx = Thax, gdzie U, 1 T, sa odpowiednio maksymalne warto$ci energii
potencjalnej i  energii  kinetycznej. Znalez¢ kat 8, przy  ktorym
UB@)=TO)=U,u/2= T, /2. Odpowiedz: cosf = (1+ cosf )/2.

. Udowodnic¢, ze

2.2_4

aa_(x2y3z4): 3x y z , aa_(x2y3z4): 4x2y3Z3 )
Y z

aa_(x2y3z4) = 2xy324
X

9

. Jaka sita odpowiada energii potencjalnej U = - ax” + bxy + z?

. Udowodni¢, ze jezeli na ciato dziata sila tarcia, to catkowita energia mechaniczna nie
jest stala, a zmniejsza si¢ o wielko$¢ pracy wykonanej przez t¢ sile tarcia.

Sprezyna w karabinie spr¢zynowym ma wspotczynnik sprezystosci £ = 900 N/m. Po
$ci$nigciu dhugos$¢ sprezyny zmniejszyta si¢ o 2 cm. W lufie znajduje si¢ pocisk o
masie 10 g. Zakladajac brak tarcia i poziome ustawienie lufy obliczy¢ predkosc

pocisku w chwili opuszczania lufy. Odpowiedz: v = 6 m/s.
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8. Kula o masie 10 g z zerowa poczatkowa predkoscia spada z wysokosci 100 m i
zaglebia si¢ w piasek na glebokos§¢ 1 m. Znalez¢ $rednia silte tarcia, jaka piasek dziata
na kule. Odpowiedz: 9.8 N.

9. Oszacowa¢ wartos¢ sity grawitacyjnej dziatajacej miedzy dwoma osobami o rownych
masach m, = m, = 50 kg. Odleglos¢ migdzy osobami wynosi 1 cm. Odpowiedz: 1,7
1m0~ N.

10. Gestos¢ wody wynosi 1 g/cm’. Udowodni¢, ze $rednia gestos¢ Ziemi okoto 5,5 razy

wigksza niz gestos¢ wody. Wskazowka: Skorzysta¢ ze wzoru (IV.35).
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