Wyklad 3

Dynamika ukladu punktéw materialnych

Sily zewnetrzne i wewnetrzne. Srodek masy

W uktadzie punktow materialnych sity dziatajace na punkty dogodnie jest podzieli¢ na
sity wewnetrzne 1 sily zewnetrzne. Sily wewnetrzne sq to sily dziatajqce miedzy punktami
uktadu. Sity zewnetrzne sq to sily, ktore pochodzq nie od czgstek (punktow) uktadu. Sa to sity
innych ciat, albo pol fizycznych, ktore dziataja na punkty ukltadu. A wige site, ktora dziata na i -

ty punkt uktadu mozemy zapisa¢ w postaci

F = F+ ", (1L 1)

gdzie F - wypadkowa zewnetrzna sila, dzialajaca na i-ty punkt, a E" - wypadkowa

1 l

wewngtrzna sita, ktora jest suma wektorowa sit pochodzacych od oddziatywania z pozostatymi

punktami uktadu

=y By (I11.2)

Tu ﬁ . - sita dziatajaca na i -ty punkt ze strony punktu J -tego.

Wiele informacji o zachowaniu si¢ uktadu punktow materialnych mozemy uzyskac¢ na

podstawie rozwazania ruchu srodka masy.

Niech 7,7,...,Fy beda wektorami wodzacymi punktow materialnych o masach

m;,m,,...,m, . Srodkiem masy uktadu nazywa si¢ punkt C, ktorego polozenie w przestrzeni

okreslone jest wzorem

(I11.3)

N
) mi;

= - il
Ve = N
=1

)™

Zadanie 1. Znalez¢ $rodek masy ukladu trzech czastek o masach m,m,,m;,
umieszczonych w rogach rownobocznego trojkata.

Rozwiazanie. Trojkat jest plaska figura, a zatem wybierzemy osi wspotrzednych Ox i
Oy w plaszczyznie trojkata tak, jak to jest pokazano na rys.III.1. Niech boki trojkata sa rowne

a.
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Wtedy wspotrzedne rogow trojkata sa rowne m, (0,0),
m,(a,0), m, (a/zja\/g/z). Zgodnie z (II1.3), punkt,

okreslajacy Srodek masy ma wspotrzedne:

- om0+t mylat mylUa/2  a(2m, + m;)
Xom = = ,
o m, + m,+ m, 2(m, + my + my)
_m, U0+ m, [0+ m3Da\/§/2_ a3 m,
ys’r.m - -

m,t myt m, 2 mtm,tm,

Rys.IIL1

Z tych wzorow wynika, ze jezeli m, = m, = my; = m  to
wektor wodzacy $rodka masy ma wspotrzedne (
al2,al243).

Ruch Srodka masy. Prawo zachowania pedu dla ukladu punktéow materialnych

Roéwnanie ruchu $rodka masy fatwo otrzyma¢ za pomoca réwnan ruchu dla

poszczegolnych punktow

3
I
e

(I11.4)
Sumujac rownania (I11.4) otrzymujemy

mr.= F (I11.5)

Tu "~ Z M; _ masa catego ukladu, a F= z £y _suma wszystkich sit dziatajacych na punkty
materialne uktadu.
Uwzgledniajac wzory (II1.1) i (II1.2) site f mozemy zapisa¢ w postaci

N

F= ZNI F*" 4 y Zﬁj , (I11.6)

=1 j#i

Suma wszystkich sit wewnetrznych, zgodnie z trzecim prawem Newtona (ﬁ,j =-F i), Jest

rowna zeru, poniewaz

- N
Frer = z F. = Z(F’j tF,)=0 . (I1L.7)
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Istotnie, jezeli mamy na przyklad trzy ciata, to dla sumy wszystkich sit wewngtrznych mozemy

zapisac

Fr = (]312+ ﬁ13)+ (ﬁ23+ ﬁ21)+ (ﬁ31+ ﬁ32): (E2+ ﬁ13)+ (ﬁ23_ ﬁlz)*’ (_ﬁls_ ﬁ23): 0,

F13: _F315F23: _F32~

poniewaz, zgodnie z trzecig zasada Newtona: F,, = - F,,,

Z uwzglednieniem (I11.7), réwnanie ruchu dla §rodka masy przyjmuje postaé

mr. = F*" (I11.8)

Chociaz w rownaniu (I111.8) mamy tylko sily zewnetrzne, sily wewnetrzne w ogolnym
przypadku wplywajq rowniez na ruch srodka masy. Wynika to z tego, ze w ogolnym

przypadku zewngtrzne sity moga by¢ zalezne od potozen oraz predkosci punktéw uktadu i

czasu, tj F* = f (ﬁ,...,FN;ﬁ,...,?N;I). Jednak potozenia i predkosci punktow zmieniaja si¢
(patrz wzor (I111.4)) zarowno pod wptywem sit zewngtrznych jak i sit wewngtrznych. Powoduje

zew -

to, ze zmieniaja si¢ argumenty funkcji F& = f (171,...,;7,\,;1_;],...,?,\,;1) , a wigc zmienia si¢ sila
zewngtrzna.

Szczegolne miejsce w mechanice zajmuja ukltady odosobnione (izolowane albo
zamkniete). Uklad nazywamy zamknietym, jezeli mozna zaniedba¢ oddziatywanie sit

zew o

zewngetrznych z punktami uktadu. Dla takiego uktadu 131 = 0, a wigc zgodnie z (II1.8)

Skad

P, = const . (I11.9)

Tu o= mic = z Pi® P jest pedem $rodka masy, a p- wypadkowym pedem ukladu. Ze

wzoru (II1.9) wynika, ze w przypadku ukladu odosobnionego, $rodek masy porusza sig
ruchem jednostajnym 1 prostoliniowym. Sily wewngtrzne nie moga zmieni¢ pr¢dkosci srodka
masy ukladu. A wigc ped $rodka masy uktadu izolowanego jest stalym (niezaleznym od czasu).
Prawo to nazywamy prawem zachowania pedu uktadu odosobnionego.

Zadanie 2. Nieruchoma bomba w postaci kuli, na ktora nie dziata zadna sita z zewnatrz,
wybucha w pewnej chwili. Co mozemy powiedzie¢ o potozeniu i1 ruchu srodka masy

odtamkéw bomby po jej wybuchu?
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Rozwiazanie: Do wybuchu bomby $rodek masy bomby pokrywat si¢ ze srodkiem kuli,
a ped $rodka masy byt rowny P.(0)= 0. Na bombe w chwili wybuchu (¢ = 0) nie dziatata
zadna sita, a wiee F*" = 0. Wtedy, zgodnie z (I11.9), po wybuchu bomby ped $rodka masy
odtamkoéw musi pozostaé rowny f’c (¥)= 0. Z r6wnania

dR,.

P=M
¢ dt

:0,

gdzie M wypadkowa masa wszystkich odlamkow bomby, wynika, ze R.(f) = R.(0) = const .

Tu R (0) $rodek masy odtamkéw w chwili wybuchu bomby. A wigc $rodek masy odtamkow

bomby pozostaje w tym miejscu, w ktorym znajdowat si¢ srodek kuli.
Zagadnienie dwoch cial. Masa zredukowana

Przez zagadnienie dwoch cial rozumie si¢ zwykle zagadnienie o ruchu dwoch

wzajemnie oddzialujacych punktéw materialnych. Rozwazmy ruch dwoch ciat o masach m, i

m, i przypusémy, ze sita oddziatywania dwoch punktow F (7 - 7,|) zalezy tylko od
odlegtosci miedzy punktami.

Poniewaz uktad dwoch ciat jest zamknigtym, zgodnie z (II1.9) ped $rodka masy uktadu
jest catka ruchu, a wigc $rodek masy porusza si¢ wzglgdem uktadu inercjalnego K ruchem

jednostajnym i prostoliniowym i

P.=mU.y= mU,,+ myU,, = const . (I11.10)

Tu m=m+m,; Uy - predko$¢ $rodka masy; U, i1 U,, - predkoéci poczatkowe
odpowiednich punktow.

Ruch jednostajny i prostoliniowy okresla, jak wiemy z kinematyki punktu materialnego,
wzor

Te = Teg ¥ U ol

: (IIL11)

gdzie 7, - wektor okreslajacy polozenie $rodka masy w poczatkowej chwili.

Rozpatrzmy teraz ruch punktow wzgledem ukladu K', w ktorym s$rodek masy
znajduje si¢ w spoczynku i w poczatku uktadu odniesienia K’ . Uklady odniesienia K i K’ sa
uktadami inercjalnymi. Z rys. I11.2 wynika, ze
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CERPAN A (I1.12)

gdzie 7/ - wektor wodzacy i -tego punktu w uktadzie K, w ktorym $rodek masy spoczywa.
Z zasady wzglednosci Galileusza

wynika, ze réwnania ruchu w ukladzie K’

musza mie¢ taka sama posta¢ jak rownania

ruchu w uktadzie K, czyli

mp = Fy (7 -7, (L13a)

myry = Fy(7 - 7). (1IL13b)

Rys.II1.2. Ruch dwoch cial.
Ze wzoru (II1.12) mamy: m,7, + m,7, = (m;7;' + m,7) )+ (m, + m,)7. . Skad, uwzgledniajac, ze

e = (m + myr,)/(m + m,) | otrzymujemy
m;7 + m7) =0 . (111.14)

Ze wzoru (I11.14) wynika, Ze potozenia punktow 1 i 2 w ukladzie K’ nie sa niezalezne:

zmiana na przyktad wektora 7' jednoznacznie okresla o ile zmieni sie¢ wektor 7, .

Wprowadzajac wektor 7= 7 -7 = 7, - 7/, wyznaczajacy wzgledne polozenie punktow i
biorac pod uwagg (I11.14) znajdujemy, ze

ple-Map g Mg (I1.15)
m m

Na podstawie zwiazkow (II1.15) mozemy rozdzieli¢ zmienne w réwnaniach (II1.13). Mnozac

rownanie (II1.13a) przez m,, a rdwnanie (I11.13b) przez m, i biorac pod uwagg, iz zgodnie z

trzecim prawem Newtona F,, = - F,, otrzymujemy

mzml?'l/ = -m,F, ,
mm,r) = mF, .
Skad mamy
mm, (¥} - 7)= F,(m, + m,). (I11.16)

Wprowadzajac wielko$¢
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_ mm,
I —m1 Fm, (I11.17)

ktora nosi nazwe masy zredukowanej, rownanie (I11.16) mozemy zapisa¢ w postaci
ur = Fy (7 . (I1L.18)

A zatem zagadnienie dwoch cial sprowadzone zostato do rownowaznego zagadnienia o
ruchu punktu materialnego o masie zredukowanej Vi wektorze wodzqcym ¥ w polu sit o
symetrii kulistej z nieruchomym centrum sity umieszczonym w srodku masy uktadu dwoch
punktow.

Praca sil a energia kinetyczna

Rozwazmy ruch punktu materialnego pod wpltywem sity F . Niech wskutek dzialania

tej sity punkt przemieszcza si¢ wzdtuz krzywej c(4AB) (rys.I11.3).

Podzielmy ta krzywa na bardzo mate

B przedziaty A s, , takie, aby sita F' miata prawie
Fag o4, B) stata warto$¢ i kierunek w tym przedziale.
4 Pracq sily 131 podczas przemieszczenia

punktu materialnego o A5, nazywa sig iloczyn

skalarny dwoch wektorow F, i A5,

Rys.II1.3. Praca sily . -
4= (F,105,) = |F|0a5,|Toosa, . (IT1.19)
Tu spotykamy si¢ z pojeciem iloczynu skalarnego dwoch wektorow. Illoczynem

skalarnym dwoch wektorow a i b jest nazywany skalar rowny iloczynowi wartosci
bezwzglednych wektoréw @ i b , oraz cosinusa mniejszego kqta 9 miedzy tymi wektorami

c= (@0h)= |a|Tp|Tcosy . (I11.20)
Symbolem mnozenia skalarnego dwoch wektorow jest kropka.

Jezeli zapisaé wektory a i p przez ich wspohzedne (@=ae tae ta.e.,

b=be, t+be, tb.e.),toiloczyn skalarny tych dwoch wektorow mozemy zapisa¢ w postaci
ilh=(ae tae tae)l(be +be, +be):=
=ab. (e le)tab (e le)tab (e )+

tab (€ 1)+ ab, @ 0)+ab, (k)
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tab. (e le)tab,(ele)tab.(ele),. (111.21)
Poniewaz
(e, le)= (e, le,)= (e le)=10 Jcos(0°) =1,
(e, le,)=1(e,le )= (e le)=(e.le)= (e le)= (e le,)=10 0cos(90°)= 0 |
ze wzoru (II1.21) otrzymujemy
alb=ab +ab, +ab, . (111.22)
Wréémy teraz do wzoru (I11.18) okreslajacego pracg sity I:“l Gdy bs; - 0 bedziemy
zamiast skofnczonej wielko$ci przemieszczenia AS; pisaé ds;, co oznacza nieskonczenie mata

wielko$¢ przemieszczenia ds;. W matematyce nieskonczenie matg zmiang funkcji nazywaja

rozniczkq. Rozniczkq (du(x)) funkcji u(x) w danym punkcie X nazywamy iloczyn pochodnej

(du/ dx ) przez nieskonczenie maly przyrost dx zmiennej X

du = @Ddx .
dx

Przez rozniczke ds; wzér (111.18) przyjmuje postaé
A = (F 0ds) . (I11.23)

Skorzystamy teraz z drugiej zasady Newtona 1 zapiszemy wzor (I111.23) w postaci
- ar,
A= (F Uds,))=m DT’ Ods, . (111.24)
t
Biorac pod uwage, ze ds; = (d§i / dt) Odt = U7, Udt , ze wzoru (I11.24) znajdujemy

du, dru,
A = ml—=0ds, = mI—UdtW", = mW", Udv, . (II1.25)
dt dt
Uwzgledniajac wzor (111.22), zapiszmy wzor (111.25) w postaci
A= m, 040, = mOu v, +0,du, + 0 du ) (I11.26)

W matematyce udowodniono, ze dla dowolnej funkcji #(x)

—u"=nlu"", (I11.27)
dx

Skad dla rézniczki d(u") znajdujemy
du")= nlu"" Ddx . (I11.28)
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Korzystajac ze wzoru (I11.28), mamy:

du?l) du?) du?)
U.du, = —22 .y du. = SO [ [T
ix ix 2 iy iy 2 i i 2
a zatem
v 2
A= Do vol)= Do) dH”’z’ E . (I11.29)

Wzor (I11.29) okresla prace sity 131 podczas przemieszczenia punktu materialnego o
nieskofczenie mate przemieszczenie ds;. Okazuje sig, ze wzor (111.29) jest stuszny rowniez w
przypadku skonczonych przemieszczen oraz w przypadku gdy sita dzialajaca na punkt
materialny zalezy od wspotrzednych (x,,z). A wigc praca, ktora wykonuje sita F(x, V,2)

podczas przemieszczenia ciala od punktu 4 do punktu B (rys.II1.3) jest rowna

2 2 2
A= AE’"” E My M4 (I11.30)

2 2 2

Tu U, - predko$¢ ciata w punkcie B, natomiast U , jest predkoscia ciata w punkcie 4.

Jezeli wprowadzmy wielko$¢
mu’ (I11.31)

wzo6r (I11.30) mozemy zapisa¢ w postaci
A=T,-T, . (111.32)

Wielkos¢ T = mu /2 nazywa sie energiq kinetyczng punktu materialnego. A zatem
praca wykonana przez sile F jest rOwna réznicy energii kinetycznych w koncowym B i
poczatkowym A punkcie.

Jednostki energii kinetycznej 1 pracy sa takie same. W uktadzie jednostek SI pracg 1
energi¢ kinetyczna mierzymy w dzulach. 1 J (dzul)= 1 N (niuton) m (metr).

Praca moze by¢ dodatnia albo ujemna. Jezeli praca jest dodatnia, to zgodnie z (I11.30)
predkos¢ ciata w koncowym punkcie B bedzie wigksza niz predkos¢ ciata w poczatkowym
punkcie 4. A zatem, w przypadku dodatniej pracy cialo porusza si¢ z przyspieszeniem. W
przypadku ujemnej pracy predko$¢ ciala w koncowym punkcie B bedzie mnigjsza niz

predkos¢ ciata w poczatkowym punkcie A4, a wige ruch ciala zachodzi z opdZnieniem.
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Jezeli na punkt materialny nie dziala Zzadna sita z zewnatrz, to, zgodnie z pierwsza

zasada Newtona, predkos¢ ciata pozostajg stala, a zatem
I,=T7,. (IT1.33)
Kazda praca jest wykonywana w jakims czasie. Przedziat

P lim 2 - 44 111.34
slm—-= —
by Nt dt (ITL.34)

nazywa si¢ mocq chwilowa zrédta sity, ktora wykonuje ta pracg. W ukladzie SI jednostka
mocy jest wat. 1 W (wat) =1 J (dzul)/ 1 s (sekunda).

Zadanie: Rozwazmy dwa inercjalne uktady odniesienia K i K’ i niech uktad K’
porusza si¢ wzgledem ukladu K ze stata predkoscia U’y . Poruszajacy si¢ w przestrzeni punkt

materialny ma w okre$lonej chwili w uktadzie K’ predko$¢ 7. Znalez¢ energie kinetyczna
punktu materialnego w uktadzie K .
Rozwiazanie: Zgodnie z prawem dodawania predkoSci w mechanice nie

relatywistycznej, predkos¢ punktu materialnego w uktadzie K jest rowna:
C=0'+0, .
A zatem energia kinetyczna punktu w ukladzie K wynosi:

T= %U 22 %(Dy) = %[(U 20 W) tug]= T (P W) %mué. (111.35)

Tu 7' = E(U ’)? - energia kinetyczna punktu materialnego w ukladzie odniesienia XK',

/

p' = mi’" - ped punktu w tym uktadzie.
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Zadania do Wykitadu 3

1. Masa Ksigzyca jest w przyblizeniu réwna 0,013 masy Ziemi, a odlegto$¢ od s$rodka

Ksigzyca do §rodka Ziemi jest okoto 60 razy wigksza od promienia Ziemi. Jak daleko
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od $rodka Ziemi lezy srodek masy uktadu Ziemia-Ksi¢zyc, jezeli promien Ziemi wynosi
w przyblizeniu 6400 km? Odpowiedz: 4900 km.
. Udowodnié, ze jezeli m, >> m, , to masa zredukowana jest rzedu m, .

. Przykladem zagadnienia dwoch cial jest zagadnienie o ruchu dwoch punktow

materialnych o masach m, i m, potaczonych ze soba niewazka spr¢zyna o dlugosci /.

W chwili ¢, sprezyna zostata rozciagnigta. Wprowadzajac mase zredukowang zapisaé

réwnanie ruchu dla tego zagadnienia.

. Udowodni¢, ze

QY
.1
IN)
1
Q

gdzie a = |ﬁ| = 1/af + ai + az2 )
. Udowodni¢, ze

dr® = 27 0dr = 2r0dr .
Wskazowka: Skorzystaé, ze wzorow (I111.22) i (IT1.28).
Czastka 0 (jadro atomu helu) jest emitowana z predkoscia U, przez jadro uranu-238,
pozostajace poczatkowo w spoczynku. Co mozemy powiedzie¢ o ruchu powstatego
jadra toru-234 1 o ruchu srodka masy uktadu tor + czastka 0 ?
Cialo o masie ” wiszace na linie spuszczamy z wysoko$ci # pionowo w dot ze stalym
skierowanym do dotu przyspieszeniem, rownym g/3. Znalezé prace, ktora
wykonujemy. Odpowiedz: A= -2mgh/3 .
. Wiazka zawierajaca 10'® czastek 0 zostaje zahamowana w szklance wody. Zakladajac,
ze kazda czastka 0 miata energi¢ kinetyczna 4 MeV (1eV = 1,6010 " J), a w szklance
wody znajdowato si¢ 7 = 200 g wody oszacowac o ile wzrosta temperatura A 7' wody?
Przy rozwiazaniu zadania skorzysta¢ ze wzoru A Q= mcb T, gdzie ¢ = 4,186 J/gK -
ciepto wlasciwe wody, ™ - masa wody, A O - ilo$¢ energii dostarczonej do wody w
postaci ciepta. Odpowiedz: AT = 80 K.
Co sekunde z progu wodnego o wysokosci 100 m spada 1200 m® wody. Przyjmujac, ze
% energii kinetycznej uzyskanej przy spadaniu wody zmienia si¢ w generatorze
hydroelektrycznym w energi¢ elektryczna, znalez¢ moc tego generatora. Odpowiedz:

8,8010° kW.
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10. Energie kinetyczne ciala w roznych ukladach inercjalnych sa rozne (patrz wzor
(1I1.35)). Czy praca, ktora wykonuje sita F nad ciatem tez bedzie rézna w réznych

uktadach inercjalnych?
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