Wyklad 1

Kinematyka punktu materialnego

Mechanika klasyczna. Modele w mechanice. Uklad odniesienia.

Mechanika klasyczna zajmuje si¢ badaniem ruchow cial makroskopowych w
przestrzeni i w czasie. W celu uproszczenia opisu ruchu ciata makroskopowego jako catosci w
mechanice klasycznej wprowadzamy idealizacje (modele). Gtowne modele w mechanice
klasycznej to sa 1) model punktu materialnego, oraz 2) model ciata sztywnego albo model
bryly sztywnej.

Punktem materialnym nazywamy cialo o nieskonczenie malych (zerowych)
wymiarach. OczywiScie w przyrodzie nie istnieja punkty materialne. Jednak model punktu
materialnego bardzo dobrze opisuje, na przyktad, ruch Ziemi dookota Stonca. Jest to
zwiazane z tym, ze promien Ziemi jest o 25 000 razy mniejszy niz odlegto$¢ Ziemi od Stonca.
Niestety, w przyblizeniu modelu punktu materialnego nie mozemy uwzgledni¢ wiadomego
faktu, ze Ziemia wykonuje ruch obrotowy dookota swojej osi, wskutek czego mamy dzien i
noc. Ten ruch obrotowy mozemy rozwazy¢ korzystajac z kolejnego modelu (przyblizenia) -
modelu ciata sztywnego. Ciatlem sztywnym nazywamy cialo, ktorego ksztalt oraz rozmiary
nie ulegajq zmianie podczas ruchu ciata. W przyrodzie nie istnieja ciala sztywne, poniewaz,
jak na przyktad w przypadku ruchu obrotowego, cialo zawsze deformuje si¢ (przypomnijmy
sobie, jaka sita dziata na osobg znajdujaca si¢ na karuzeli). Jednak te deformacje w wielu
przypadkach sa tak mate, ze ruch ciata w bardzo dobrym przyblizeniu mozemy rozwazac jako
ruch ciata sztywnego. Jezeli model ciata sztywnego nie opisuje ruchu ciata makroskopowego
i ciato deformuje si¢, musimy stosowac kolejne modele, ktore sa rozwazane w mechanice
osrodkow ciagtych.

Najpierw bedziemy rozwazali ruch punktu materialnego. Jezeli punkt materialny

porusza si¢ od polozenia 4 do potozenia B (rys..1), to jego przemieszczenie mozemy

przedstawi¢ za pomoca strzatki 4B . Rzeczywista droga punktu materialnego nie musi by¢
oczywiscie linig prosta, a zatem strzatka przedstawia jedynie efekt ruchu, a nie prawdziwy
ruch.

Jezeli dalej punkt materialny porusza si¢ od punktu B do punktu C, przemieszczenie
to mozemy przedstawi¢ za pomoca strzalki BC. Wypadkowy efekt tych dwoch

przemieszczen przedstawia strzatka taczaca punkt 4 ipunkt C (rys.l.1).



Matematycznie mozemy to zapisa¢ w postaci
C AB+ BC= AC - (L1)
B W matematyce i fizyce, wielko$ci, majace
okreslona zarowno wartos¢, jak 1 kierunek
oraz podlegajace pewnym regutom dodawania
1 mnozenia (o ktérych bgdzie mowa pdzniej)

A

_ nazywamy wektorami. Graficznie wektory
Rys.I.1. Dodawanie wektorow ) ) )
przedstawiamy jako strzalki.

A wigc przemieszczenie punktu materialnego od dowolnego potozenia A4 do
dowolnego polozenia B mozemy opisa¢ za pomoca wektora 4p . Nazwa wektor pochodzi z
faciny 1 oznacza przewoznik, co kojarzy si¢ z przemieszczeniem. W fizyce istnieje wiele
wielkosci fizycznych, ktore mozemy przedstawi¢ za pomoca strzatek (wektorow). Sa to sita,
predkos¢, przyspieszenie itd.

Regule okreslajaca dodawanie dwoch wektorow ilustruje rys.I.1. Dlatego zeby znalez¢é
sume dwoch wektorow @ i p , musimy narysowaé wektor d ; nastgpnie rysujemy wektor p ,

tak, aby koniec wektora p stykat si¢ z ostrzem wektora d. Wtedy ostrze wypadkowego

wektora G+ b styka sie z ostrzem wektora p i taczy koniec wektora @ i ostrze wektora b .
Metoda geometryczna dodawania wektorow jest do§¢ zmudna w przypadku dodawania kilku
wektoréw w przestrzeni trojwymiarowe;.

Inna metoda dodawania wektorow jest metoda analityczna, wykorzystujaca
rozktadanie wektoréw na skladowe, w jakim§ szczegdlnym ukladzie wspodtrzednych. Czgsto
jako uktad wspotrzednych wybieramy trzy wzajemnie prostopadte proste, ktore przecinaja si¢
w punkcie O - poczatku uktadu (rys.l.2). Taki uklad wspotrzednych nazywa si¢ uktadem
kartezjanskim 1 po raz pierwszy byl wprowadzony wlasnie przez Kartezjusza. W ukladzie

kartezjanskim polozenie punktu okresla wektor wodzacy punktu:

r=xle +yle +zle, (1.2)

Wielkoéci X>VsZ nazywamy wspélrzednymi punktu. Wektory €., €, i €, tworza tak zwana
baze kartezjanskiego ukladu wspohrzednych 1 sa to bezwymiarowe jednostkowe (

e.|= ‘Ey‘ = é.|= 1) wektory. Oznaczenie |d| okresla wartosé bezwzgledna wektora @, czyli

X

dhugosc¢ strzalki, ktora przedstawia wektor a .



Korzystajac z geometrycznej reguty dodawania wektorow tatwo udowodnié, ze

sumujac trzy wektory a = xle, b=y e, i ¢ = zle, otrzymujemy wiasnie wektor 7 . Warto
podkresli¢, ze w réznych uktadach wspotrzednych, wektor 7 ma rézne wartosci liczbowe
wspotrzednych XV, 2.

Wréémy teraz do opisu ruchu punktu

Z
materialnego. Zeby opisa¢ ruch punktu
I L materialnego w przestrzeni i w czasie musimy
= Tk wprowadzi¢ tak zwany uklad odniesienia.
I
o & . E Y Uktad odniesienia to uktad wspotrzednych
Z
oy T~ E;’ M oraz zegar.
-~ Y
S T Dla pomiaru czasu mozemy korzysta¢ z

dowolnego okresowego procesu fizycznego,
na przyklad z wahadta. W ukladzie SI

Rys.I.2. Kartezjanski uktad wspolrzednych ~ jednostka pomiaru czasu jest sekunda (S ).
W mechanice klasycznej (mechanice Newtona) zaklada sig, Ze czas plynie we

wszystkich uktadach odniesienia tak samo. Oznacza to, Ze w pociagu i w samolocie, na Ziemi
i na Stoncu wskazowki zegarow obracaja si¢ z taka sama predkoscia.

Umownie mechanika zostata podzielona na kinematyke oraz dynamike. Jezeli
zajmujemy si¢ opisem ruchu cial, nie rozwazajac przyczyn wywotujacych ten ruch, to
mowimy, ze mamy do czynienia z kinematykq. Jezeli uwzgledniamy sity, ktore wywotuja ruch
cial, to méwimy, ze mamy do czynienia z dynamikq. Najprostszym zagadnieniem kinematyki

jest oczywiscie kinematyka punktu materialnego.
Kinematyka punktu materialnego
Moéwimy, ze ruch punktu materialnego jest catkowicie okreslony, jezeli znamy
polozenie tego punktu w wybranym uktadzie wspotrzednych w dowolnej chwili. Z punktu
matematycznego, to oznacza, ze wiemy jak zaleza od czasu wspotrzedne x(1), y(2), z(?)

punktu materialnego, innymi slowy wiemy, jak zalezy od czasu wektor wodzacy punktu

materialnego
r()= x(0)le, + y(r)le, + z(r)le, . (1.3)

Krzywa 7(f) w trojwymiarowej przestrzeni nosi nazwe toru albo trajektorii punktu
materialnego. Warto podkresli¢, ze kazdy punkt trajektorii ma okreslony czas, ktore wskazuje

na to, kiedy punkt materialny byt albo bedzie w tym wtasnie punkcie.



Niech w chwili ¢, punkt materialny zajmuje potozenie A4 (Rys.I.3), a w chwili

pbézniejszej ¢, > ¢, ten sam punkt zajmuje potozenie B . lloraz

= _ przemieszczenie _ M¥ _ ¥y - F,
v = = = (1.4)

przedzial czasu Y, t, - t,

nazywa si¢ predkosciq Sredniq punktu materialnego. Za pomoca sktadowych (wspéirzednych)

wektorow rownanie (1.4) mozemy zapisa¢ w postaci

I | - - -

Uxex+Uyey+Uzez = fo- ¢ [(xB_ xA)ex+ (yB_ yA)ey+ (ZB- ZA)eZ . (IS)
2 1

Tu x,,y,z, sa wspotrzegdnymi wektora wodzacego punktu A, a Xz,V,z,Z; sa

wspolrzgdnymi wektora wodzacego punktu B .

Z réwnania (1.5) wynika, ze

z
. Ax x,-x
r,=—=—2—4 (1.6a)
At 1, -
[ ] % E by _ yg-y
i j g —=s-£ -4 1.6b
AT i Y VA (1.6b)
N l\\\‘\j
N
N Az z,-z
LE =4 (1.6¢)
x At t,- ¢

Rys.I.3. Tor punktu materialnego
Jak wida¢ z Rys.I.3, zwrot wektora przemieszczenia A7 = 7y - ¥, a wigc i zwrot

wektora predkosci $redniej § nie pokrywa sie, w ogélnym przypadku, ani z wektorem 7, ani
z wektorem 7, .

Zadanie __ 1: punkt materialny porusza sig wzdtuz toru
r(t)= (Anle, + (Blr)le, + (CUr)le. , gdzie 4,B,C sa state. Obliczmy predkosé¢ $rednia na
odcinku czasowym At = ¢, - t,.

Rozwiazanie:

~ by xt)-x@) | no

U, = A
At t, -t t, -t ’

e A_y: y(ty)- J/(tl): Btz' l B,
At t, - t, t, -t



— - A_Z: z(t,) - Z(tl): Ctz_ 4o

U, C
At t, - t, t, -t

2

a zatem

U(t)= Ale, + Ble, + Cé, = const .
Zadanie 2: punkt materialny porusza si¢ wzdluz toru 7(£)= (A0t?)0e, +

+ (Bt yle, + (Clle., gdzie 4,B,C sa stale. Obliczmy skladowe wektora predkosci

$redniej na odcinku czasowym A7 = ¢, - ¢,

Rozwiazanie:

_ Ax -t
U,=—=A2—L= 401, +1)),
At -t

2 2
U_:_y Btz_tl

oAt t, -t

=

= B, +1t),

i A_Z: z(t,) - Z(tl): Ctz' f_
At t, -t t, - t,

C.

Zadanie 3: promien Ziemi wynosi okolo R= 6 400 km. Obliczmy $rednia predkos¢
ruchu obrotowego ciata znajdujacego na rowniku powierzchni Ziemi.

Rozwiazanie: cialo znajdujace na roéwniku powierzchni Ziemi w ciagu doby (24
godziny) pokonuje droge 2mR = 6,2806400 = 40 192 km, a zatem predko$¢ Srednia wynosi

2TR _ 40192
At

e = 1700 km/h.

Predkosciq chwilowq w chwili ¢, nazywa si¢ granice predkosci sredniej, gdy zarowno
A7, jaki At daza do zera

.. AF_dr
m_—_

E . L7
0Nt dt a7

W matematyce granicg (I.7) nazywamy pochodng wektora ¥ wzglgdem czasu i oznaczamy

jako ?’; . W fizyce czesto pochodna wzgledem czasu oznaczaja jako 7 . Warto podkresli¢, ze

wektor predkosci chwilowej w ogolnym przypadku moze mie¢ dowolny kierunek wzgledem
kierunku wektora wodzacego.

Predko$¢ chwilowa, zgodnie z (I.7) ma wymiar (diugosé/czas) czyli (L/T). W
uktadzie jednostek SI predko$¢ mierzymy w jednostkach m/s .

Zadanie 4: punkt materialny porusza sig tak, ze



F()= AD+ B, (L8)

gdzie 4 i B sa stale wektory nie zalezne od czasu. Obliczmy predko$é chwilowa.

Rozwiazanie:

Fe iAo (DG b0+ B [Ai+ B]

= const . (1.9)
Ats 0O Ng  be-0 At

Wiec rownanie (1.8) opisuje ruch punktu materialnego ze stata predkoscia 4. Moze powstaé

pytanie: co oznacza wektor B w rownaniu (I.8)? Sens fizyczny a raczej matematyczny tego
wektora tatwo otrzymac¢ rozwazajac poczatkowa chwilg 7 = 0, czyli rozwazajac chwilg, kiedy

wilaczyliSmy zegar. Podstawiajac ¢ = 0 do rownania (I.8) otrzymujemy, ze
7, = F(t= 0)= B, (1.10)

a zatem wektor B okresla potozenie punktu materialnego w poczatkowej chwili ¢ = 0. Biorac
pod uwage (1.10) i wprowadzajac oznaczenie A= réwnanie (I.8) mozemy zapisaé w
postaci

Ft)= 7, + 0 (L11)

Roéwnanie (I.11) opisuje prostoliniowy (wzdtuz prostej) i jednostajny (ze stalq predkosciq)
ruch punktu materialnego.

Zadanie 5: punkt materialny porusza tak, ze

F(t)= —A0*+ B+ C, (1.12)

N | =

gdzie 4, B i C sato wektory state. 1) Jakie wymiary maja wektory 4, B i C? 2) Obliczy¢
predkos¢ chwilowa punktu.

Rozwiazanie: 1. Z lewej strony rdwnania (I.12) znajduje si¢ wektor, ktory ma wymiar
dtugosci, a zatem z prawej strony musi by¢ tez wektor o wymiarze dtugosci. Stad wynika, ze
wektor 4 ma wymiar (L/T?), wektor B ma wymiar predkosci (L/T), a wektor C ma
wymiar diugosci L.

2.

1- , = N LT
A7 [EA(HAt) +t B+ he)+ C]_[EAt + Bt+ C]_

U= lim—= lim S
bes 0 A g At~ 0 At




- 1 - -

ADtTht+ —AOQM2)* + BOA:

- lim 2 - A+ B - (L.13)
Y] At

Jezeli znow rozwazmy poczatkowa chwile Z, = 0, to ze wzoru (1.13) otrzymamy, ze

staty wektor B bedzie predko$cia punktu materialnego w chwili 7, = 0.
Ze wzoru (1.13) wynika takze, ze w ogdlnym przypadku predkos¢ chwilowa punktu
materialnego moze by¢ zmienna w czasie. Iloraz

E = U(2,)- U(#)
At -

Qi
m

(L14)

nazywa si¢ przyspieszeniem srednim.
Przyspieszeniem chwilowym nazywa si¢ granic¢ przyspieszenia S$redniego, gdy

zarowno AU, jak 1 A¢ daza do zera
Au_ dv

a= lim—:=
A

— . I.15
-0 At dt ( )

Biorac pod uwage wzor (1.7), okreslajacy wektor predkosci, wzor (I.15) mozemy zapisa¢ w

postaci

(1.16)

W matematyce wielko$¢ d*7/dt*> nosi nazwe drugiej pochodnej od 7, wzgledem czasu. W
fizyce czesto ta pochodna oznaczaja jako 7 .
Przyspieszenie, zgodnie z (I.14) 1 (I.15) ma wymiar (predkosc/czas) czyli

(L/T)0(1/T)= L/T*. W uktadzie jednostek SI przyspieszenie mierzymy w jednostkach

2
m/s”.

Zadanie 6: punkt materialny porusza si¢ wzdtuz toru okre§lonego wzorem (1.12):
F(t) = %Zﬂzz + Blt+ C |

Obliczmy przyspieszenie chwilowe punktu.
Rozwiazanie: predko$¢ punktu materialnego poruszajacego si¢ wzdhuz trajektorii
(I.12) jest okreslona wzorem (I1.13):

e limA—r= Alt+ B .
At-OAt

Korzystajac z tego wzoru otrzymujemy



s AhmA_u: o LA+ 00+ Bl-[Ar+ B] . ADb:
t

= A= const . (L17)
-0 A bt~ 0 At be- 0 A¢

Oznaczajac stale przyspieszenie punktu jako @, predko$é¢ i wektor wodzacy punktu w chwili
ty = 0 jako U i %y, wzor (1.12) mozemy zapisa¢ w postaci

- o 1.

HOE r0+UODt+§aO 0. (I1.18)

Rownanie (I.18) opisuje ruch punktu materialnego ze stalym przyspieszeniem. State 7,, U, i

d,, okre$lajace polozenie, predko$¢ i przyspieszenie punktu materialnego w chwili
poczatkowej ¢ = 0 nazywamy warunkami poczqtkowymi.

Zadanie 7: cialo znajdujace si¢ na dachu domu zaczyna w chwili 7, = 0 swobodnie
spada¢ na powierzchnie Ziemi. 1) Napisa¢ wzor okre$lajacy trajektori¢ tego ciata. 2)
Zakladajac, ze dach domu znajduje si¢ na wysokosci 4,9 m od powierzchni Ziemi znalez¢

czas spadku ciata oraz 3) predkosc¢ ciata w chwili zderzenia z Ziemia.

Rozwiazanie:

1) Ze szkoty $redniej wiemy, ze cialo spada na powierzchnie Ziemi ze stalym
przyspieszeniem g= 9.8 m/s’, ktore nazywa si¢ przyspieszeniem grawitacyjnym Ziemi.
Wektor tego przyspieszenia jest skierowany w dobrym przyblizeniu ku $rodkowi Ziemi.

Wybierzemy 0§ Oz od srodka Ziemi ku gorze, a poczatek uktadu wybierzemy na powierzchni

Ziemi. Zgodnie z (1.18), trajektori¢ spadajacego ciata, okre§la wzor

W)= z(f) = - %guﬁ th (L19)

gdzie hy = 4,9m . Tu uwzglednilismy, ze wektor € ma ujemna skladowa wzdtuz wybranej osi
Oz oraz, ze w chwili poczatkowej ¢ = 0 ciato znajdowato si¢ w spoczynku (U, = 0).

2) Ze wzoru (1.19) znajdujemy, ze w chwili gdy cialo dotknie si¢ Ziemi (/(f) = 0)

[2h
t= |[—*=1s. (1.20)
g

3) predkos¢, ktéra bedzie miato ciato w chwili zderzenia ciata z Ziemia okresla wzor

(L13)

uptynie czas

b= glr. (1.21)

Po podstawieniu (I1.20) do tego wzoru otrzymujemy
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v = glt, =98 m/s =36 km/h.
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Zadania do Wyktadu 1

1. Korzystajac z metody geometrycznej oraz metody analitycznej dodawania wektorow

udowodnic¢, ze
itb=b+a (prawo przemiennosci)
at (l;+ c)=(a+t 5)+ ¢ (prawo lqcznosci) .

2. Wektor ujemny (- 5 ) okreslamy jako wektor, ktorego dlugo$é jest taka sama jak

dhugos¢ wektora p , lecz jest on przeciwnie skierowany niz wektor p . Sformutowaé

reguty odejmowania dwoch wektorow.

3. Punkt materialny porusza tak, ze

Pz —ADP + %Euﬂ + Clr+ D,

W | —

gdzie 4, B, C i D sa stale wektory. 1) Jakie wymiary maja wektory 4, B, C i D? 2)
Obliczy¢ predkos¢ chwilowa punktu materialnego.

4.  Prostoliniowy i jednostajny ruch punktu materialnego okresla wzor (I.11)
ri)y=u,0+ 7, .
W jakim przypadku prosta, wzdtuz ktorej porusza si¢ punkt materialny pokrywa sig z

kierunkiem a) wektora 7,; b) wektora U .

5. Odlegtos¢ Ziemi od Stonca wynosi okoto R= 150 10° km. Obliczy¢ $rednig
predkos¢ ruchu obrotowego Ziemi dookota Stonca.

6. “Punkt materialny porusza si¢ na ptaszczyznie xOy tak, ze

F(t)= Acos(wt)le, + sin(wr)le ],
gdzie 4 1 @ sa wielkoSci state. 1) Obliczy¢ predkos¢ chwilowa punktu materialnego.

2) Jak jest zorientowany wektor U (f) wzgledem wektora 7(Z).
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Wskazowka: Skorzysta¢ ze wzoréw
cos[w (1+ A¢)]= cos(w?)- (w DA ¢)Osin(we)+ OAt) (1.22)
sin[w (1+ A#)] = sin(?)+ (0 DA ¢)Dcos(@t)+ O(Dt*) (1.23)
gdzie O(At*) oznacza wyrazy zawierajace (A¢)>, (M)’ itd.
7. Tor punktu materialnego jest okreslony wzorem
F(f)= Alr- BOF,
gdzie 4 i B sa state wektory. 1) Obliczy¢ przyspieszenie chwilowe punktu materialnego.
2) Zatézmy, ze wektory 4 i B maja ten sam zwrot. Co mozna powiedzie¢ o charakterze

ruchu punktu materialnego? 3) Zal6zmy, ze wektor 4 jest prostopadly do wektora B . Co
mozna powiedzie¢ o charakterze ruchu punktu materialnego?

8. Tor punktu materialnego jest okreslony wzorem
- - 1 -
r(t)= (alt)le + (h- Eg ) e,

gdzie a,h i & sa stale. 1) Co mozna powiedzie¢ o charakterze ruchu punktu
materialnego? 2) Jaki realny ruch ciala ma taki tor?

9. Punkt materialny porusza si¢ na ptaszczyznie xOy tak, ze
r(t)= AQcoswt)le, + sin(wz)le ],
gdzie A 1 @ sa wielkosci state. 1) Obliczy¢ przyspieszenie chwilowe punktu
materialnego. 2) Jak jest zorientowany wektor przyspieszenia d wzgledem wektora 7 (¢)

oraz wektora predkoscei U'(?) .
Wskazowka: Skorzysta¢ ze wzorow (1.22), (1.23)

" Gwiazdka oznacza, ze to jest zadanie podwyzszonej trudnosci.
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