Wyklad 30

Szczegolne przeksztalcenie Lorentza

Szczegolnym przeksztalceniem Lorentza (wlasciwym, zachowujacym kierunek czasu)
nazywa si¢ przeksztatlcenie miedzy dwoma inercjalnymi uktadami odniesienia K i K' w

przypadku gdy przestrzenne osie uktadow sa rownolegle odpowiednio i uktad K’ porusza si¢

wzgledem ukladu K ze stala predkoécia ' o wspotrzednych V, =V, V,=0, V;=0. Z

przyjetych zalozen wynika, ze X, =X, , oraz X; =X, , a macierz przeksztalcenia L,;H/ ma

postac
BLOO/ L, 0 OE
L, = SLloo/ L(l)f (1) SE (30.1)
ﬁ 0 0 0 IE
Korzystajac ze wzoréw (30.1) 1 (29.32) otrzymujemy
Xo =Lyyx, +L,x, (30.2a)
X =Lx, +L,x, (30.2b)
X, =Xy, (30.2¢)
X3 =Xy (30.24d)

Cztery nieznane elementy macierzy przeksztalcenia (30.1) znajdziemy, korzystajac ze wzorow

(29.36)

(L) = (L) =1, (30.32)
(Lo, ) =(L,)=-1, (30.3b)
LOO/LOI/ _Llo/Ln/ =0 > (30.3¢)
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oraz zakladajac, ze nieruchomy punkt X, =X,

=x, =0 w ukladzie K’, powinien mie¢ w

ukfadzie K wspotrzedne x, =Vt, x, =0, x; =0, Wtedy ze wzoru (30.2b) otrzymujemy

— /
Ve = Llo,ct .

(30.4)

Skad, uwzgledniajac, ze dla nieruchomego punktu wlasny czas wynosi: ¢/ =¢4/1 - 8 , mamy

LIO/:B[{T: I—Bﬁz .

Uwzgledniajac wzor (30.5a) ze wzordow (30.3) otrzymujemy

Po podstawieniu wzoréw (30.5) do wzorow (30.2) i uwzglednieniu, ze X, =ct, x, =ct

znajdujemy
V :
'+ —x, x, vt
L= < X, =X X; =X %=
5 s 2 T Myl 37 My,
1_ g l_DC g
Ue [

t——x _ox —bVr

¢ = c Xy = —F——
X, =X, X, =X, )

I_BKH ) 2 2 3 3 1- g

Oc O Le O

(30.52)

(30.5b)

(30.5¢)

/

(30.7)

Wzory (30.6), (30.7) okreslaja przeksztatcenia sktadowych czterowektora wodzacego

x, (@ =0,12,3) przy przejsciu od jednego uktadu inercjalnego uktadu do drugiego.
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Ogolnie czterowektorem 4 w przestrzeni Minkowskiego bedziemy nazywali zbior
czterech wielko$ci 4, 4,, A4,, A4;, ktore przy przejsciu od jednego uktadu wspotrzednych do

innego ukltadu przeksztalcaja sig, jak wspotrzedne czterowektora wodzacego X,. W

przypadku szczeg6lnego przeksztalcenia Lorentza mozemy wigc zapisac

e

Ay +—A, A+ A,
Ay = , A=A, A=A, 4, = < , (30.8)

a: -

(e O (e O

A, ——A4, A -—A4,

A/=—C _ _ A = C
A, =4, A, =4 y . (30.9)

9 2 2 3 3
-FH -FH
Ce [ Lc [

Relatywistyczne dodawanie predkosci

Znajdziemy teraz wzory taczace predkosci ruchomej czastki w dwoch inercjalnych
uktadach odniesienia. Niech znéw uklad K’ porusza si¢ wzgledem ukladu K wzdhuz osi €, z

predkoscia V' . Ze wzorow (30.6) mamy

_dx, + Vdt' dt’ + szxl/

X1

Cdv,=dv, | dv,=dv, | UET——=_ (30,10
2 N =

Predkosci czastki w ukladach K i K/ okredlaja wzory: U =dr/dt, §' = dr' /dt/. A zatem

dzielac pierwsze trzy rownosci wzory (30.10) przez czwarta otrzymujemy

v :ﬁ:ul/-l-V U2' l_ﬁg U3/ 1- g
VT 0V Ly, =P - el o =P T4 DeD oy
1+ 2 dt UI/V dl UI’V
¢ I+ I+
C C
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Wzory (30.11) okreslaja prawo sktadania predkosci w relatywistycznej mechanice. W

przypadku, gdy ¢ — ® wzory te przechodza we wzory mechaniki klasycznej: U, =U, +V |

Diagramy czasoprzestrzenne
Wielu efektow relatywistycznych takich jak rownoczesno$¢, skrécenie Lorentza,
dylatacja czasu znajduja przejrzysta interpretacje geometryczna przy korzystaniu z diagramow
czasoprzestrzennych Minkowskiego. Rozwazmy znéw dla uproszczenia dwa inercjalne uktady
odniesienia i niech uklad K’ porusza sie wzgledem uktadu K wzdtuz osi €, z predko$cia V' .
Zalozmy rowniez, ze w chwili 1 =¢' =0 poczatki uktadow pokrywaja sie. Przyjete zalozenia
pozwalaja rozpatrywa¢ dwuwymiarowa przestrzen Minkowskiego. Osi wspotrzednych OT i

Ox uktadu K wybierzemy jako dwie wzajemnie prostopadte osi. Pojedynczy punkt na tym

diagramie czasoprzestrzennym o ustalonych (7 =¢%,X) nazywamy zdarzeniem. Tor czastki
okres$la krzywa x(T), ktora nazywa sie¢ liniq $wiata czqstki. Narysujmy teraz linii
wspotrzednych uktadu K’ na diagramie czasoprzestrzennym ukladu K. O$ Otr’ (1’ =¢t')
jest to miejsce geometryczne zdarzen dla ktorych x' =0. Podstawiajac X, =x'=0 do
wzorow (30.6) otrzymujemy réwnanie osi O’ na diagramie czasoprzestrzennym ukltadu K :

x =Vt = B(ct) = BT . Jest to rownanie prostej, ktora tworze kat 6 z osia OT: tgfd =B =V/c.

O$ Ox' jest to miejsce geometryczne zdarzen dla ktorych ¢ = 0. Podstawiajac ¢/ =0

do wzorow (XXX.6) otrzymujemy rownanie osi Ox’ na diagramie czasoprzestrzennym uktadu
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K: T=ct=Vx/c=Px. Jest to rowniez rownanie prostej, ktora tworzy ten sam kat 6 z osia
Ox . Mamy wiec potozenie osi wspotrzednych uktadu K’ na diagramie czasoprzestrzennej
uktadu K, jednak nie mamy wzdhiz nich skali. Zeby znalezé te skale, skorzystamy z

niezmienniczos$cl interwalu
P =1 =x> =) = (x")* =const. (30.12)

Wybierzmy na osi OT ukladu K zdarzenie A (patrz rysunek) dla ktorego 7 =1, x=0.
Zgodnie z (30.12) wszystkie zdarzenia dla ktorych s? =1 leza na krzywej 12 —x* =1. Jest to
hiperbola, asymptotami ktorej sa linii $wiata (tg6 =%1). Punkt 4’ przeciecia tej hiperboli z
osia OT1', zgodnie z (30.12), ma wspotrzedne 7/ =1 i x' =0. A zatem uzywajac hiperbol
72 —x? = ¢ mozemy fatwo wykalibrowaé 0§ O71’.

W podobny sposéb kalibruje sig 0§ Ox’ . Wybierzmy na osi Ox ukladu K zdarzenie B
dla ktorego T =0, x =1. Zgodnie z (30.12) wszystkie zdarzenia dla ktorych s> =—1 leza na
krzywej x> —1% =1. Jest to hiperbola, asymptotami ktorej znéw sa linii $wiata $wiatta (
tgd =+1). Punkt B’ przeciecia tej hiperboli z osia Ox', zgodnie z (30.12), ma wspotrzedne
r'=0ix =1.

Korzystajac z diagramow czasoprzestrzennych Minkowskiego tatwo rozwazy¢
interpretacje  geometryczna podstawowych efektow  relatywistycznych:  wzglednosé

rownoczesnosci dwoch zdarzen, dylatacji czasu, skrocenie Lorentza.
Dynamika relatywistyczna. Czterowektory predkosci i pedu

Cecha charakterystyczna w mechanice Newtona jest absolutny charakter czasu, co
oznacza, ze czas nie zalezy od wybranego inercjalnego ukladu odniesienia. W mechanice
Newtona predkos¢ czastki okresla wektor styczny do trajektorii czastki: U =dr/dt.
Oznaczajac wektor za pomoca strzatki, podkre§lamy, ze w mechanice klasycznej wektor
mozemy rozpatrywaé jako obiekt geometryczny nie zalezny od wyboru osi wspolrzednych.
Mowiac o wektorze wyobrazamy sobie zorientowana w przestrzeni strzatkg o okreslonej
dlugosci. Dowolny obrot uktadu osi wspotrzednych nie zmienia kierunku 1 dtugosci wektora.
Od wybranego uktadu odniesienia zaleza tylko sktadowe wektora.

W mechanice relatywistycznej trajektorig¢ czastki bedziemy okreslali 4 - wymiarowym
wektorem (czterowektorem) wodzacym Q. Przez wspolrzedne wektor wodzacy O w

wybranej bazie mozemy zapisa¢ w postaci
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P =x, L& +x [& +x,[& +x; & (30.13)

Podobnie jak w zwyklej przestrzeni Euklidesa, bgdziemy rozpatrywali dowolny wektor w
przestrzeni Minkowskiego jako obiekt geometryczny. Kierunek i dlugo$¢ wektora wodzacego
P jest inwariantny wzgledem przeksztalcen Lorentza. Jednak czas w mechanice
relatywistycznej] w réznych inercjalnych uktadach odniesienia jest rézny. Z tego powodu
powstaje pytanie — jak okresli¢c wektor predkosci punktu materialnego, zeby ten wektor byt
niezalezny od wybranego inercjalnego ukladu odniesienia. Wiemy, Ze niezaleznym od uktadu

odniesienia jest wlasny czas czastki T . A wigc, jezeli czterowektor predkosci # okreslimy jako

u=

(30.14)

=

to ten wektor bedzie relatywistyczne inwariantnym. Wspolrzedne tego wektora zaleza

oczywiscie od wybranego ukfadu odniesienia. Uwzgledniajac, ze X, = ¢t i d1 =dt \J1- B* ze

wzoru (30.13) otrzymujemy

U, =6§;’ = l_cﬁz : (30.152)
u, =%= lt_jlﬁz : (30.15b)
u, = cf;; = llizﬁz , (30.15¢)
Uy =%= llfﬁz (30.15d)

Tu vU,, U,, U; sa to sktadowe trojwymiarowego wektora predkosci U czastki w wybranym
inercjalnym uktadzie K .

Latwo sprawdzi¢, ze iloczyn skalarny

(uld) =u, g, =u, —u; —u; —u; =c’ (30.16)
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jest relatywistycznym inwariantem.

W mechanice Newtona ped punktu materialnego jest iloczynem tréjwymiarowego
wektora predkosci i jego masy M,: p =m0? . W mechanice relatywistycznej uogolnia si¢

pojecie pedu i ped jest iloczynem czterywektora predkos$ci # 1jego masy

p=mg . (30.17)

Korzystajac ze wzorow (30.15) sktadowe czterowektora pedu mozemy zapisa¢ w nastgpujacy

sposob
po=mc , p,=mvU, (i=123). (30.18)

Tu wielko$¢

(30.19)

nazywa si¢ masq relatywistyczng czqstki. Masa m, nazywa si¢ masq spoczynkowq czqstki.

Korzystajac ze wzoru (30.18) natychmiast otrzymujemy, ze
(PUP) = Pa&apPp = Po ~ Py ~ P> = D3 =myc’ (30.20)
jest niezmiennikiem relatywistycznym.
Relatywistyczne rownania Newtona

W mechanice Newtona zmiany pgdu punktu materialnego okresla drugie prawo

Newtona: dp/dt =F. W mechanice relatywistycznej uogoélnieniem tego rownania jest

relatywistyczne rownanie Newtona

Sl S
I
=i

(30.21)

Tu znow jako relatywistycznie niezmienniczy czas wybraliSmy czas wlasny czastki. K jest
czterowektorem sity, ktory nazywa si¢ silq Minkowskiego. Réwnanie (30.21) jest rownaniem
relatywistycznie inwariantnym, co znaczy ze posta¢ tego rOéwnania jest taka sama we

wszystkich inercjalnych uktadach odniesienia.

401



Znajdziemy skladowe sity Minkowskiego. Zauwazmy najpierw, ze cztery rOwnania

(30.21) nie sa niezalezne, poniewaz, zgodnie z (30.20)
- ﬁ[) _ld . .. _1d ) _
=—— =—— =0 .
(pBE =2 [p) 5 77 (M)

Tak wigc rownania (30.21) beda niesprzeczne wzajemnie tylko wtedy, gdy sktadowe

czterowektora sity Minkowskiego spetniaja rownanie
(pK)=m(cK, -0,K, -0,K, -0,K,)=0 . (30.22)
Ze wzoru (30.21) dla sktadowych przestrzennych (@ =1,2,3) sity Minkowskiego mamy

_dp, _dp, gt F

1

R (30.23)
Tu F, =dp,/dt sato wspotrzedne trojwymiarowego (,,zwyktego™) wektora sity.
Sktadowa K, sity Minkowskiego znajdujemy ze wzorow (30.22) i (30.23)
— UIE +U2F2 +U3F;
K, = (30.24)

c\1- 2

Tak wiec zerowa sktadowa sity Minkowskiego jest wprost zwigzana z moca sily .

Zwiazek miedzy masg i energia

Rozwazmy teraz ruch relatywistyczny czastki (U =c¢) w pewnym ukfadzie inercjalnym

K . Zgodnie z (30.21), dla zmiennych przestrzennych pgdu rownanie Newtona ma postaé

EIZ —F . (i=123) (30.25)

W mechanice relatywistycznej, zgodnie z (30.18) 1 (30.19)

—

p=mi=m0/\1- 3 , (30.26)

a zatem rownanie (30.25) mozemy zapisa¢ w postaci

@ _d_mo
dt dtJ1- B>

1. (30.27)
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Praca elementarna sity F dla matego przesunigcia punktu materialnego o d7 = 0 [dlt wynosi
dA=FUlF =0 Fdt =0 Up . (30.28)

Korzystajac ze wzoru (30.26) zapiszmy wzor (30.28) w postaci

dA=0w;3:m[J%]:(l’f’§f)'§u =
i . (30.29)
=moczl% =myc’ BZH ! H
2(1-pB7) 1-p3°

Praca wykonana przez dzialajacy na punkt materialny sily £ jest rowna przyrostowi energii

kinetycznej punktu, a zatem

dE =dA=m,’ WH Lt . (30.30)
1-p° F
Wynika stad stynny wzér Einsteina okreslajacy zwiazek miedzy masa i energia czastki
myc’
E=mc* =—=— (30.31)
1-pB°

W przypadku matych predkosci (U/c <<1), rozwijajac (30.31) w szereg potegowy
wzgledem U/ c, otrzymujemy

2 1U2

_ 1
E=mc*(1-2)" =m?(1+ =L+ ) =me’ +=mw> . (30.32)
c 2¢ 2
Ze wzoru (30.32) wnioskujemy, ze nawet nieruchoma czastka (U =0) posiada energie
E, =m,c’. Energia ta nazywa si¢ energiq spoczynkowq czastki.

Biorac pod uwage, ze p, =mc i korzystajac ze wzordéw (30.20) i (30.31) znajdziemy

zwiazek migdzy energia a trojwymiarowym pgdem

E*=m’c* =plc’ =mjct +c’p” (30.33)
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gdzie p* =p; +p; +p;.
Ze wzoru (30.33) wynika, ze jezeli masa spoczynkowa czastki (na przyktad fotonu) jest

rowna zeru (m, =0) , to energia i ped czastki okresla zwiazek
E=cp . (30.34)

Dla fotonu p=h/A gdzie A - dlugoéé fali $wietlnej, 4 - stata Plancka, a zatem ze wzoru
(30.34) otrzymujemy stynny wzor Plancka - Einsteina okreslajacy zwiazek migdzy czgstoscia

V ienergia E fotonu

E:h%Ehv . (30.35)
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