Wyklad 8

Dynamika osrodkow sprezystych

Fale mechaniczne

Fale powstajace w osrodkach spre¢zystych (np. fale dzwigckowe) nazywamy falami
mechanicznymi. Powstaja one w wyniku wychylenia jakiego$ fragmentu osrodka z potozenia
réwnowagi, co w nastgpstwie powoduje drgania fragmentu wokoét tego potozenia. Drgania te
(dzigki wtasciwo$ciom sprezystym osrodka) sa przekazywane na kolejne czgsci osrodka. Sam
osrodek nie przesuwa si¢, a jedynie jego elementy wykonuja drgania w ograniczonych
obszarach przestrzeni. Np. fale na powierzchni wody: przedmioty ptywajace wykonuja ruch
drgajacy natomiast same fale poruszaja si¢ ruchem jednostajnym. Fala dobiegajace do danego
przedmiotu wprawiaja go w ruch drgajacy przekazujac mu energi¢. Mozna za pomoca fal
przekazywac¢ wigc energi¢ na duze odlegtosci. Energia fal to energia kinetyczna i potencjalna
czastek osrodka.

Cecha charakterystyczng fal jest to, Ze przenosza oni energi¢ poprzez materi¢ dzigki
przesuwaniu si¢ zaburzenia w materii a nie dzigki ruchowi postgpowemu samej materii. Do
rozchodzenia si¢ fal mechanicznych potrzebny jest osrodek. To wlasciwosci sprezyste
osrodka decyduja o predkosci rozchodzenia si¢ fali. Ze wzgledu na kierunek drgan czastek
wzgledem kierunku rozchodzenia sig fali, rozrézniamy

» fale poprzeczne (np. lina);
* fale podtuzne (np. spr¢zyna, glos).

Ze wzgledu na czoto fali (powierzchnia taczaca punkty o jednakowych zaburzeniach
w danej chwili) wyrézniamy

» fale plaskie (w jednym kierunku);
» fale kuliste.

Fale rozchodzace si¢ w przestrzeni
Rozwazmy dlugi sznur naciagnigty w kierunku x, wzdluz ktérego biegnie fala
poprzeczna. W dowolnej chwili np. ¢ = 0 ksztalt sznura mozna opisa¢ funkcja y(x) = f(x),
gdzie y — przemieszczenie czasteczek sznura wzdhuz osi Oy . Przypus$émy, ze w miarg uptywu
czasu fala biegnie wzdhuz sznura bez zmiany ksztattu w prawo, czyli w stron¢ wzrostu x.

Wtedy, po czasie ¢ fala przesuwa si¢ o Uf w prawo (gdzie U - predkos¢ fali) i po czasie ¢

roéwnanie krzywej ma postac
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y(x) = f(x-vr) . (8.1)

Oznacza to, ze w chwili ¢+ w punkcie x = U7, ksztalt fali jest taki sam jak w chwili t = 0 w
punkcie x = 0. Rownanie (8.1) jest wigc rOwnaniem fali rozchodzacej si¢ w prawa strong

sznura. Ksztalt fali okre$la funkcja f(x — V1),

Fala rozchodzaca si¢ w lewa strong, czyli w strong mniejszych x - 6w, okresla wzor
y(x) = f(x+vr) 8.2)

Istotnie. ze wzoru (8.2) wynika, ze w chwili # w punkcie x = —U? | ksztalt fali jest taki sam jak
w chwili £ = 0 w punkcie x = 0.
Przypusémy, ze $§ledzimy wybrana czg$¢ fali, czyli okreslona fazg fali, dla ktorej

argument funkcji f(x —U?) jest staly
X — Ut = const (8.3)
Rézniczkujac (8.3) wzgledem czasu otrzymujemy

dx
=U

— (8.4)

Predkos¢ U okresla, wigc predkosé, z ktora punkt majacy okreslone wychylenie (okreslona
faz¢) porusza si¢ wzdluz sznura. Jest to tak zwana predkos¢ fazowa. Zauwazmy, ze dla
danego ¢ réwnanie fali okre$la funkcja f(x), a dla danego miejsca sznura x rownanie tez fali

okre$la funkcja f (7).

Rozwazmy teraz fale o szczegdlnym ksztatcie. Zatozmy, ze w chwili ¢+ = 0 ksztalt

sznura jest opisany funkcja
. 2m
y=Asin—x | (8.5)
A
gdzie 4 jest maksymalnym wychyleniem. Zauwazmy, ze wychylenie jest takie samo w

punktach x, x + A, x + 2A, x + 3A itd. Wielkos$¢ A nazywamy dfugosciq fali (odlegtos¢ migdzy

punktami o tej samej fazie). Jezeli fala biegnie w prawo to po czasie ¢

.2
y= AsmTT[(x—Ut) . (8.6)

Okres T jest czasem, w ktorym fala przebiega odleglos¢ rowna A wigc:
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y=Asin27T§/\§—;E (8.7)

Ze wzoru (8.7) widaé, ze w danej chwili taka sama faza jest w punktach x, x + A, x + 2A, x +
3Aitd., oraz, ze w danym miejscu faza powtarza si¢ w chwilach ¢, ¢ + T, ¢ +27, itd.

Czesto przy rozwazaniu zjawisk falowych w fizyce wprowadza si¢ dwie nowe
wielkosci: liczbe falowa k = 2TUA i czesto$é katowa w = 2TU/T. Wowcezas ¥ = Asin(kx — wx)
lub y = Asin(kx +w¥) dla fal biegnacych w prawo i lewo.

Wida¢, ze predkos¢ fazowa fali v jest dana wzorem

2T A
V=—=—[d—= (8.8)
T 21

N>
=g

Rozchodzenie si¢ fal, predkos¢ fal

Jezeli chcemy zmierzy¢ predkos¢ fali U to Sledzimy jak przemieszcza si¢ w czasie
wybrana czes¢ fali, czyli okreslona faza.

Wiemy, ze predkos¢ fali zalezy od sprezystosci osrodka i jego bezwladnosci.
Sprezystos¢ dla struny jest okreslona poprzez napinajaca go site F' (np. im wigksza sita tym
szybciej wychylone elementy struny wracaja do polozenia réwnowagi). Natomiast
bezwtadno$¢ jest zwiazana z masa struny m oraz jego diugoscia /. Sprobujemy teraz
wyprowadzi¢ wzoér na zalezno$¢ predkosci U fali od sity F 1 od ¢ = m/l, tj. masy
przypadajacej na jednostke dlugosci struny. W tym celu rozpatrzmy maty wycinek struny o
dhugosci dx pokazany na rys.8.1. Konce wycinka struny tworza z osia x mate katy 6 i 6. Dla
matych katow 6 [J sin@ O dy/dx. Wypadkowa pionowa sita tj. sita wychylajaca sznur w
kierunku osi y wynosi

F,, =Fsing, —Fsin6, = F6, - F6,

Zgodnie z druga zasada dynamiki sita wypadkowa jest réwna iloczynowi masy
wycinka dm = u/dx 1 jego przyspieszenia.
Stad

F, =F0,-F0 =(udx)

wyp

ou 0?2
Y - d y
ot (Ha) ot?
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06 _pud’y
ox F ot '

(8.9)

(Uwaga: w rownaniach piszemy pochodne czastkowe oznaczane symbolem dy bo wychylenie
y jest funkcja dwoch zmiennych y = f(x,f) i liczymy pochodne zaréwno wzgledem

zmiennej x jak 1 zmiennej ?).

Rys.8.1. Drgania struny.

Uwzgledniajac, ze 6= 0y/0x otrzymujemy

0%y _pd’y
dx* F ot*

(8.10)

Jest to rownanie falowe dla struny (sznura). Podstawmy teraz do tego réwnania odpowiednie

pochodne funkcji ¥ = f(x,1) = Asin(kx — wt)

=-Aw’ sin(kx —at)

ot?

oraz

100



2%y

P = —Ak’*sin(kx — o) .
x

W wyniku podstawienia otrzymujemy

skad mozemy obliczy¢ predkos¢ fali

>|e

F
— . (8.11)
U

Zwro¢my uwage, ze sinusoidalna fala moze by¢ przenoszona wzdluz struny z predkoscia
niezalezna od amplitudy i czgstotliwosci.

Jezeli teraz przepiszemy roOwnanie struny w postaci

(3]

2 2
y_10%
o’ 0o (8.12)

to otrzymamy rownanie falowe, ktore stosuje si¢ do wszystkich rodzajow rozchodzacych sie
fal, takich jak fale dzwickowe czy elektromagnetyczne.

Przenoszenie energii przez fale

Szybko$¢ przenoszenia energii wyznaczymy obliczajac pracg sily F, jaka dziala na
koniec struny (sita ta porusza struna w gorg 1 w dot w kierunku y). W tym celu postuzymy si¢
zaleznos$cia na moc

P=F [, . (8.13)

Jak wida¢ z rysunku predko$é poprzeczna réwna jest U, =0y/dt | a sktadowa sity F

w kierunku y wynosi Fsinf. Podstawiajac to do rownania (8.13) otrzymujemy

dy .
P=F—sin@
5, Sinf . (8.14)

Dla matych katow 6 mozemy przyjaé, ze sin® —0dy/0x (znak minus wynika z ujemnego
nachylenia struny). Stad

P:—FQQ

3t dr (8.15)
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y koniec struny

Rys. 8.2. Energia przenoszona przez fale

Obliczamy teraz pochodne funkcji ¥ = f(x,7) = Asin(kx — wr)

‘?Jt/ = —Awcos(kx —wr) |
9y = Ak cos(kx —wit)
Jx

Po podstawieniu tych wzoréw do (8.15) znajdujemy

P = FA*kewcos® (kx — wt) .

(8.16)

Zauwazmy, ze moc, czyli szybko$¢ przeplywu energii oscyluje w czasie. Korzystajac z tego,

ze k =W/, W=2TV oraz, ze U =,/F/H otrzymujemy

P =410 4*v*ucos’ (kx — ux) .

(8.17)

Widzimy, ze szybkos$¢ przeptywu energii jest proporcjonalna do kwadratu amplitudy i

kwadratu czgstotliwosci. Ta zalezno$¢ jest prawdziwa dla wszystkich typow fal.
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Interferencja fal

Rozwazmy dwie fale o rownych czgstotliwosciach i1 amplitudach, ale o fazach

rozniacych si¢ o ® . Rownania tych fal sa nastgpujace
vy, = Asin(kx -t —9) ,
v, = Asin(kx — o¥) .

Znajdzmy teraz fal¢ wypadkowa jako sume¢ y = y; + y,. Korzystajac ze wzoru na sume

. . . o+ a-
sinusow (sind +sinf3 = 2sin 5 B cos 2 B) otrzymujemy
y=y +ty, =2Acos%§sin(kx—wt—¢/2) , (8.18)

co jest rownaniem fali sinusoidalnej o amplitudzie 24cos(¢/2). Dla ¢ =0 fale spotykaja sie
zgodnie w fazie (wzmacniaja), a dla ¢ = 180 wygaszaja.
Fale stojace

Rozwazmy teraz dwa ciagi falowe biegnace w przeciwnych kierunkach tzn.

v, = Asin(kx —wx) ,
v, = Asin(kx + w¥) ,

np. falg padajaca i odbita.

Fale wypadkowa mozna zapisa¢ jako
¥ =y, +, = 24sin(kr) cos(w) . (8.19)

To jest rownanie tak zwanej fali stojqcej. Zauwazmy, ze czastki drgaja ruchem harmonicznym
prostym. Czastki maja t¢ sama czgstos¢, ale rozng amplitude zalezna od potozenia czastki x.
Punkty kx = 102, 3102, 5102, itd., czyli x = A/4, 3A/4, 5A/4 itd. majace maksymalna amplitude
nazywamy strzatkami, a punkty kx = 10 270 31titd. czyli x = A/2, A, 3A/2 itd. majace zerowa
amplitude¢ nazywamy wezlami.

Zwrdé¢my uwage na jeszcze jedna istotna réznicg. W przypadku fali stojacej, energia
nie jest przenoszona wzdluz struny (sznura), bo nie moze ona przeplyna¢ przez wezly, jest na

stale zmagazynowana w poszczego6lnych elementach struny (sznura).
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Uklady drgajace, przyklad

Jezeli struna zamocowana na obu koncach zostanie najpierw wygigta a nastgpnie
puszczona, to wzdhuz struny rozchodza si¢ drgania poprzeczne. Zaburzenia te odbijaja si¢ od
zamocowanych koncoéw 1 w wyniku interferencji powstaje fala stojaca. Zwré¢my uwage, ze
drgania struny wytwarzaja w otaczajacym strung powietrzu dzwigkowe fale podtuzne (fale
akustyczne). Poniewaz jedynym warunkiem, jaki musi by¢ spelniony, jest nieruchomo$¢ obu
koncow struny, czyli istnienie weztow fali stojacej na tych koncach, to moga powstaé w tej
strunie fale stojace o roznej dlugosci. Pierwsze cztery rodzaje drgan, jakie powstaja w strunie
o dhugosci L zamocowanej na koncach sa pokazane na rys.8.3. Takie fale stojace nazywamy

rezonansami.

A @ ER

Rys.8.3. Rezonanse

Widzimy, ze dtugosci fal spetniaja zwiazek

2L
A= (8.20)
n

Korzystajac z tego, ze predko$é fali U=A/T =Av oraz podstawiajac wyrazenie (8.11)

mozemy obliczy¢ czgstotliwo$¢ rezonansow:
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(8.21)

Najnizsza cz¢stos¢ nazywamy czestosciq podstawowq a pozostate wyzszymi harmonicznymi
czyli alikwotami.

Zazwyczaj w drganiach wystgpuja, oprocz drgania podstawowego, rowniez drgania
harmoniczne, a dzwigki, jakie odbieramy sa wynikiem naktadania si¢ tych drgan. O jako$ci
instrumentu (jego barwie) decyduje wilasnie to ile alikwotdw jest zawarte w dzwigku 1 jakie sa

ich natezenia.
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Rys.8.4. Drganie wypadkowe struny bedace ztozeniem tonu podstawowego (n = 1) i

wyzszych harmonicznych (n = 3, 5, 7) o r6znych amplitudach.

Przyktadowo, drganie wypadkowe struny bgdace ztozeniem tonu podstawowego (n =
1) 1 wyzszych harmonicznych (n = 3, 5, 7) o réznych amplitudach jest pokazane na rys. 8.4.
Zwro¢my uwage, ze wypadkowe drganie (chociaz okresowe) nie jest harmoniczne (nie daje
si¢ opisa¢ funkcja sinus lub cosinus).

Dudnienia - modulacja amplitudy

MowiliSmy juz o superpozycji fal, interferencji w przestrzeni (dodawanie fal o tej

samej czestosci). Rozpatrzmy teraz przypadek interferencji w czasie. Pojawia si¢ ona, gdy
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przez dany punkt w przestrzeni przebiegaja w tym samym kierunku fale o trochg réznych

czestotliwosciach. Wychylenie wywotane przez jedna fale ma postac

Rys.8.5. Dudnienia.

v, = Acos(w,?) ,
Y, = Acos(w,1) ,

wigc

(CV R 0)) +w
YENtY, = %Acos(gt)%oséh%g . (8.22)

2

Drgania wypadkowe mozna wigc uwazac¢ za drgania o czg¢stosci

ktora jest Srednia dwoch fal, 1 o amplitudzie (wyrazenie w nawiasie kwadratowym)

zmieniajacej si¢ W czasie z czestoscia
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Jezeli czestotliwosci a1 w; sa bliskie siebie to amplituda zmienia si¢ powoli. MoOwimy, ze
mamy do czynienia z modulacja amplitudy AM (stosowana np. w odbiornikach radiowych).
Dla fal dzwigkowych AM przejawia si¢ jako zmiana glo$nosci nazywana dudnieniami

(rys.8.5).
Zjawisko Dopplera

Austriak, Christian Doppler w pracy z 1842 r zwrocil uwage, ze barwa $wiecacego
ciata (czestotliwos¢) musi si¢ zmienia¢ z powodu ruchu wzglednego obserwatora lub Zrédta.
Zjawisko Dopplera wystepuje dla wszystkich fal. Obecnie rozwazymy je dla fal
dzwigkowych. Zajmiemy si¢ przypadkiem ruchu zrodia 1 obserwatora wzdhuz taczacej ich
prostej.

Zrédio dzwigku spoczywa, a obserwator porusza si¢ w kierunku zrédla z predkoscia

U, . Nieruchomy obserwator odbieral by U7/A fal w czasie . Teraz odbiera jeszcze

dodatkowo U,t/A fal. Czesto$¢ styszana przez obserwatora wynosi

vz Vot
v'_)\ A _U+tU, U+,
t A v
y
Skad
U+U
=Y o (8.23)

U

Rozwazajac pozostate przypadki otrzymujemy og6lng zaleznos¢

il V)
V= VEJ*_ 0 E (8.24)
LFU.

gdzie V' - czgsto$¢ odbierana przez obserwatora, v - czgsto$¢ zrodta, U - predkos¢ fali, U, -

predko$¢ obserwatora, U, - predkosé¢ zrodta.
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Znaki "gorne" w liczniku i mianowniku odpowiadaja zblizaniu sig, a znaki dolne oddalaniu

si¢ obserwatora 1 zrodta.
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