Wyklad 7

Ruch w ukladach nieinercjalnych

Prawa Newtona sg stuszne jedynie w ukladach inercjalnych. W praktyce jednak czgsto
spotykamy si¢ rowniez z uktadami nieinercjalnymi. Dlatego zeby otrzyma¢ réwnania ruchu w
nieinercjalnym uktadzie musimy przyja¢ za punkt wyjscia rownania Newtona, ktore zawieraja
masy 1 przyspieszenia punktow materialnych, jak roéwniez sity, ktore dzialaja na punkty w
inercjalnym uktadzie. Masy punktéw i czas w mechanice nierelatywistycznej sa niezmiennicze
przy przejsciu z jednego uktadu wspétrzednych do drugiego. Natomiast sily, oraz
przyspieszenia zaleza od uktadu wspoétrzednych. Tak, wigc aby wyprowadzi¢ rownania ruchu
w nieinercjalnych uktadach odniesienia musimy przede wszystkim zbadac, jak przeksztatcaja
si¢ wspotrzedne, predkosci i przyspieszenia przy przejsciu od jednego uktadu odniesienia do

drugiego.

Polozenie, predkos¢ i przyspieszenie punktu materialnego

wzgledem roznych ukladow odniesienia
Rozwazmy dwa uktady odniesienia K i K’ i niech uklad K bedzie nieruchomym
uktadem, a uktad K’ porusza si¢ wzgledem nieruchomego uktadu K . Oznaczmy przez €,, é,,
é, baze ukladu K, a przez &, é,, é. - jednostkowe wektory wzdiuz osi wspotrzednych
kartezjanskiego ruchomego uktadu K'. Jezeli potozenie dowolnego punktu P w przestrzeni

okresla w ukladzie ¥’ wektor 7/, a w ukladzie K - wektor 7, to

F=R, +7 (7.1)

gdzie wektor EO/ okresla potozenie poczatku O’ ukladu K’ wzgledem uktadu K . Jezeli w

kolejnych chwilach czasu uktad K’ zmienia swoje potozenie wzgledem uktadu K w sposob
zupehlie dowolny, to pochodne, wzgledem czasu beda si¢ w obu uktadach r6zni¢, mimo, ze
czas plynie w tych uktadach identycznie. Istotnie, roznica polega na tym, iz przy obliczeniu na

przyktad predkosci punktu P w uktadzie K musimy obliczy¢

=—et—e, t—e;, (7.2)
przy statych (nie zaleznych od czasu) wektorach jednostkowych €,, €,, €.

85



Natomiast przy obliczeniu predkosci tego samego punktu P w ruchomym ukfadzie K’

musimy obliczy¢

_,_d'F_d'x N d'y _, N d'z .
v = = e e, e ,
dt dt dt dt

(7.3)

przy statych ,,primowanych” wektorach jednostkowych &/, é,, 53/ .

Dla tego, zeby podkresli¢ réznicg migdzy rozniczkowaniem w uktadzie K’/ od
rézniczkowania w uktadzie K bedziemy oznaczali symbolem (d'/dt) - rozniczkowanie w K’
i (d/dt) - roézniczkowanie w K .

Znajdziemy teraz zwiazek miedzy 0 i g’ . Korzystajac ze wzoru (7.1) otrzymujemy

=
= + — .
o=V, dt’ (7.4)
gdzie
;o= dR,
O dt

jest to predkos$¢ poczatku uktadu K’ wzgledem uktadu K .

Dla drugiego wyrazu w (7.4), biorac pod uwage, ze 77’ =x'é, +y'é, +z'¢é, , znajdujemy

dar' _ dx' _, dy 5/ dz’ 5140y de/ +y de; 4, dE;] . (7.5)

dt

Pierwszy wyraz w nawiasie w (7.5) oblicza si¢ przy statych ,primowanych” wektorach

jednostkowych &/, é,, é,, a wiec zgodnie z umowa jest to po prostu g’ , tj. predko$é punktu
=/

w uktadzie K'. Dla obliczenia drugiego wyrazu w (7.5) skorzystamy z tego, ze baza &, , é,,

é, jest ortonormalna, czyli

(e [Ej/,) =9, (7.6)

[/}

gdzie O, - symbol Kroneckera.

Rézniczkujac (7.6) wzgledem czasu w ukladzie nieruchomym K otrzymujemy
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& g
@ D+ Eem)=0.

Zapiszmy teraz wektor dé/ /dt jako kombinacje wektorow &/, &, €,

d - -
=b,e +bizez/ +b,:8; .
Korzystajac ze wzoru (7.8) tatwo znalez¢, ze

dl
b, = (d [E/)

Po podstawieniu (7.9) do (7.7) znajdujemy

Uwzgledniajac wzory (7.8) 1 (7.10) otrzymujemy
de]

1 —
’ blzez +b13e3 )

de.
ae, _ _ 5 —/
b,e +bye; ,

de;
e B =/
=—b,é] —b,,é, .

(7.7)

(7.8)

(7.9)

(7.10)

(7.11a)

(7.11b)

(7.11¢)

Ze wzordéw (7.11) wynika, ze wektor deé/ / dt lezy w plaszczyznie prostopadtej do wektora €, ;

wektor dé, /dt lezy w plaszczyznie prostopadiej do €,, a wektor de, /dt - w plaszczyznie

prostopadlej do wektora é, . Wykazemy teraz, ze wektor de; / dt mozna zapisa¢ w postaci

de
— = wXe! .
7 [dxe; ]

Rozwazmy jako przyklad wektor dé; /dt . Zapiszmy (7.11a) w postaci
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__[wxé1/]: W W, w :w3é;_wzé3 . (7.13)

Z poréwnania (7.11a) 1 (7.13) znajdziemy
b, ==b, = w;, (7.14a)
by ==by =-w, . (7.14b)
-/
W podobny sposob, z poréwnania (7.11b) i ddi =[@x¢é,]=-we, +wé, otrzymujemy
t
by ==by, =W, . (7.14¢)

Wz6ér (7.12) nosi nazwe wzoru Poissona.

Wektor @

@=b,é +b,é, +b,é, (7.15)

okresla predko$¢ katowa z jaka uktad K’ obraca si¢ wzgledem uktadu nieruchomego K .

Z uwzglednieniem wzoru Poissona (7.12), drugi wyraz w (7.5) mozemy zapisa¢ w

postaci
x' djtl/ +y/ L +z dj; =[x (x'e] +y'e, +z'e]1=[@wxF'], (7.16)
a zatem ostatecznie ze wzoru (7.4) mamy
o=V, +0 +[@xF'] . (7.17)
We wzorze (7.17) predkosé
0, =V, +[@xi'] (7.18)

okresla predkos¢ punktu sztywno zwigzanego z ruchomym uktadem K’ (dla tego punktu

J' =0). Predko$¢ U, nosi nazwe predkosci unoszenia punktu.
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W przypadku, gdy @w=0 moéwimy, ze uklad K’ porusza si¢ wzgledem uktadu K

ruchem postgpowym (translacyjnym). Z kolei, gdy 170/ =0 mowimy, ze uktad K’ porusza sig

wzglgdem ukladu K ruchem obrotowym (rotacyjnym) wokdét chwilowej osi obrotu
przechodzacej przez poczatek uktadu i majacej kierunek i zwrot wyznaczony przez wektor .

Rozwazmy teraz zalezno$¢ pomiedzy przyspieszeniami @ i G' jakie poruszajace sie
punkt materialny ma wzglgdem ukladow K i K'. Zauwazmy przede wszystkim, ze dla

dowolnego wektora p’ w uktadzie ruchomym K jest stuszny wzor

@ _db
dt dt

+[@xb'] . (7.19)

Zrbzniczkujemy teraz wzglgdem uktadu K wzor (7.17)

5 A7, 4o da 7
40 _ Do (AU 140 o rox DTy (7.20)
dt dt dt dt dt

Korzystajac teraz ze wzoru (7.19) otrzymujemy
= +[x0' 1=a’ +[@w*x0'] , 7.21a
@ [ ] [ ] (7.21a)
40 _d0 1w =99 (7.21b)
t dt dt

=/
5 v axi'] . (7.21c)

dt

Podstawiajac (7.21) do (7.20) i oznaczajac przez d,, =dl70/ / dt (G, jest to przyspieszenie

poczatku uktadu K') otrzymujemy

d=a, +a +2ox0'1+[wxF |+[@x[@xF']] . (7.22)

Wzoér (7.22) nosi nazwe twierdzenia Coriolisa 1 wiaze on ze soba przyspieszenia punktu
materialnego mierzone w dwu dowolnie poruszajacych si¢ wzgledem siebie uktadach

odniesienia K 1 K/ .
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Jezeli rozpatrzmy w uktadzie K’ punkt sztywno zwigzany z uktadem, to dla takiego

punktu ze wzoru (7.22) (G’ =0, @' =0) mamy

a, =d,, +[x7 1+[@x[@xF']] . (7.23)

Przyspieszenie d, nazywamy przyspieszeniem unoszenia punktu. Przez d, wzbér (7.22)

mozemy zapisa¢ w postaci

da=a,+a +2[xd'] . (7.24)

Ze wzoru (7.24) wynika, ze przyspieszenie d,. =2[@x0’] powstaje wskutek zaréwno zmiany
orientacji uktadu K’ wzgledem uktadu K, jak i ruchu punktu wzgledem ukladu K’.
Przyspieszenie to nosi nazweg przyspieszenia Coriolisa 1 ono znika w trzech przypadkach:

* gdy punkt materialny jest sztywno zwiazany z ukladem K’ (' =0);

e gdy uktad K’ porusza si¢ ruchem postepowym wzgledem uktadu K (w=0);

 gdy punkt materialny porusza sie¢ w ukladzie K’ z predkoscia J' réwnolegla do
predkosci katowej @ (0" || @).

Roéwnanie ruchu punktu materialnego wzgledem ukladu nieinercjalnego.

Sily bezwladnosci

Rozwazmy znéw dwa uklady odniesienia: inercjalny uktad K i pewien nieinercjalny
uktad K’, ktory porusza si¢ wzglgdem uktadu K ruchem dowolnym, lecz znanym. Wzgledem

ukfadu inercjalnego K ruch punktu materialnego dany jest rOwnaniem
ma=F . (7.25)
Podstawiajac do (7.25) zamiast przyspieszenia @ wyrazenie (7.24) otrzymujemy

—

md' +ma, +ma, =F , (7.26)

gdzie g’ - przyspieszenie punktu w ukfadzie nieinercjalnym K'; d, — przyspieszenie
unoszenia punktu (7.23); d. — przyspieszenie Coriolisa.

Oznaczajac przez

F, =—mad, = -m{d, +[xF'|+[@x[@xF'1]} , (7.27)
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F.=-md, =-2m[@x0'] , (7.28)
ze wzoru (7.26) znajdujemy

mi' =F+F,+F,. . (7.29)

Wektory Fh 1 FC nazywamy sitq unoszenia 1 sitq Coriolisa. Sktadowa sily unoszenia (
—m[@x[@x7']]) nazywamy silq odsrodkowq.

Roéwnanie (7.29) jest to réwnanie ruchu punktu materialnego poruszajacego si¢

wzgledem nieinercjalnego uktadu odniesienia K'. Ze wzoru (7.29) wynika, ze przyspieszenie

/

punktu g’ wzgledem ukladu nieinercjalnego KXK' powstaje jak w wyniku dzialania sily

rzeczywistej F pochodzacej od innych ciat fizycznych (albo pol fizycznych), a takze w wyniku
ruchu z przyspieszeniem ukladu K’ wzgledem uktadu K . Przyspieszenie punktu, zwigzane z
przyspieszeniem uktadu K’ wzgledem ukladu K, mozemy traktowaé jako wynik sit
pozornych, dla ktérych nie mozemy wskaza¢ zrodta fizycznego w postaci ciata, albo pola. Te
sity pozorne nazywamy sitami bezwladnosci Sita bezwladnosci nie ma odpowiadajace;j jej sily
reakcji, poniewaz nie jest zwigzana z oddzialywaniem dwoch cial. Inaczej] moéwiac, sity
bezwladnos$ci, w przeciwienstwie do sit oddzialywania, nie speniaja I1I-go prawa Newtona.
Sila cigzkosci i cigzar ciala

Wskutek rotacji Ziemi dookota swej osi na powierzchni Ziemi na dowolne ciato o
masie M oprocz sity grawitacyjnej dziata sita od$rodkowa (FO =-m[@x[@xF']]). Z rys.7.1
wida¢, ze dlugos¢ wektora {(DX r /J , prostopadlego do wektora @, wynosi
w7’ Bin(90° —¢) = wF’ cos@ . A zatem warto$¢ sity odérodkowej jest rowna:

F, =mw’r' cos¢ . (7.30)

Silq ciezkosci ciata nazywamy site P = mg , ktora jest rOwna sumie geometrycznej sity

grawitacyjnej i sity odsrodkowe;:

P=mg=F, +F, (7.31)

Z rys.7.1 wynika, ze

mg 8in B = F, Bing |
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skad, z uwzglednieniem (7.30) znajdujemy

2/
wr

sin 8 =

sin2¢ . (7.32)

2g

Rys.7.1. Sita cigzkosci ciata

Po podstawieniu do (7.32) w=7.27 00° rad/s, ¥ = 6.38 0J10° m, g = 9.81 m/s’
otrzymujemy
sin 3 =0.0018[8in2¢ . (7.33)
Z tego wzoru wynika, ze sita cigzko$ci pokrywa si¢ z sita przyciagania ziemskiego tylko na
biegunach Ziemi, gdy sita odsrodkowa znika. Na rowniku réznica migdzy sita ciezkosci 1 sita
grawitacyjnej jest najwigksza, poniewaz tutaj te sity maja przeciwny zwrot. Ta rdéznica wynosi
mg —mw’r’ =mg(l1-w’r’ /g)=mg(1-0.36107). A wiec nawet na rowniku sita ciezkosci
rozni sig od sity przyciagania ziemskiego tylko o 0.35 %.
Ciezarem ciata nazywamy site, z jaka ono dziala na podtoge lub miejsce zawieszenia,
uniemozliwiajace jego spadek swobodny. W ukladzie odniesienia zwiazanym z Ziemia ci¢zar

ciala jest rowny sile ciezkosci ciala. Cigzar ciala w ukladzie odniesienia zwigzanym z ciatem
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(winda, rakieta), ktora spada z przyspieszeniem d jest rowny P —ma. Jezeli @ =g ciezar
ciata znika i moéwimy iz ciato znajduje si¢ w stanie niewazkosci.
Wahadlo Foucaulta

Foucault po raz pierwszy wykazal, ze jezeli obserwowac¢ drgania wahadta w wybranym
na powierzchni Ziemi nieruchomym uktadzie odniesienia, to plaszczyzna, w ktérej zachodza
drgania wahadta obraca si¢ wzgledem nieruchomego uktadu odniesienia. W ten spos6b mozna
do$wiadczalne udowodni¢, znajdujac na powierzchni Ziemi, ze Ziemia obraca si¢ wokot swojej
osi. Udowodnimy twierdzenie Foucalta.

Wybierzemy 0§ Oz na powierzchni Ziemi pionowo ku goérze, o§ Ox na potudnie, a 0$
Oy - na wschod (rys.7.2a). Poczatek ukladu wybierzemy w punkcie zaczepienia wahadta o
dhugosci / 1 masie m . W tym uktadzie wektor predkosci katowej obrotu Ziemi ma sktadowe (
—wcosy, 0, wsny ).

Roéwnanie ruchu przy powierzchni Ziemi opisuje wzor

mr =mg = 2m[@x0]+F., (7.34)

gdzie }7“, jest to sita reakcji nici.
Obliczmy najpierw z - sktadowa momentu sily, dzialajacej na mas¢ 7, biorac pod
uwage, ze wektor [7Xmg] jest skierowany wzdtuz wektora €, (rys.7.2b), a sita reakcji nici

17*,4 ma ten sam kierunek, co 1 7 tylko przeciwny zwrot ([7 x}i] =0)

M. =[F X (mg = 2m[@* 0]+ F,)]. = =2m[F x[@x0]].
= 2m{w, (F W) — v, (F [)} = 2m(F [)r,

(7.35)
= 2mr. F.a(sin — :—"cosw)
Uproscimy wzor (7.35), korzystajac z tozsamosci
r’ +r§ =r*, (7.36)
Rozniczkujac (7.36) wzgledem ¢ i biorac pod uwagg, iz r* =/* = const , otrzymujemy
r. U =-r, U, (7.37)
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Jezeli amplituda drgan wahadta jest mala, to 7. /7. =0, r. ==I i wzor (7.35) mozemy zapisa¢

W postaci
_C:_). ‘-q[' V4
A -y
W a
\amg <
-> 2 -3
e o v

N
?

Rys.7.2. Wahadlo Foucaulta

M. =-2mwsiny [pp = —%(ma)sint// p°) . (7.38)

Tu zamienili$my 7, przez P, oraz ¥, przez P.
z - sktadowa momentu sit (7.38) okresla zmiang w czasie Z - sktadowej momentu pedu

czastki, ktora wynosi: L, =mp’¢ . A zatem

d o __d : 2
E(mp $p)=M_= 7 (mwsiny [p~) . (7.39)

Ze wzoru (7.39) wynika , ze wielko$¢

P (¢ +wsinywD=C, . (7.40)
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jest stalg (catka ruchu).

Skorzystamy teraz z zasady zachowania energii:

E:%muz+U(r)=%m(;02"‘,02 @ +2%)+mgz . (7.41)

Uproscimy wzor (7.41), korzystajac najpierw ze wzoru (7.37). Jezeli amplituda drgan jest
mala, z tego wzoru otrzymujemy, ze Z=(P/)p<<p, a wiec wyraz (mz*/2) w (7.41)

mozemy pominac¢ 1 dla energii kinetycznej mozemy zapisac

r=m(p*+p9%) (7.42)

Dalej, ze wzoru (7.36) mamy

2=\’ - p* =-11-(p/I)* =-I1(1- p*|21*),
a wigc dla energii potencjalnej mozemy zapisaé

- 1P
U =mgz =-mgl +Emg7 . (7.43)

Po podstawieniu (7.42) i (7.43) do (7.41) otrzymujemy druga catke ruchu

, E +mgl
prepipiaipt=C=am R (7.44)

m

Energia jak wiemy jest okre§lona zawsze z doktadnoscia do stalej, a wigc jezeli wybierzemy

E =-mgl , to rownanie (7.44) przyjmuje postaé

P>+ e’ +§p2 =0 . (7.45)

Dla tego zeby rozwiaza¢ otrzymany uktad rownan, sktadajacy si¢ z rownania (7.40) i rownania
(7.45) wprowadzmy nowy uktad wspotrzednych Ox', Oy', 0z' =0z (rys.7.3).
Niech ten uktad wspoétrzednych obraca si¢ dookota osi Oz zgodnie z wskazdéwkami

zegara ze stala predkoscia katowa Q =d . Z rys.7.3 wynika, ze € =@ +a , a wiec

O=¢p+a=¢+Q . (7.46)
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Po uwzglednieniu wzoru (7.46) wzor (7.40) przyjmuje postac

P’ (0 -Q+wsing)=C, . (7.47)

Rys.7.3. Uktad wspétrzednych Ox’, Oy’ , 0z' =0z

Wybierzemy predko$¢ katowa ukladu wspotrzednych Q = 0 +wsiny . Wtedy, jak wynika z
(7.47) catka ruchu C,=0. Podstawisjac ¢ =0-Q=-wsiny do rdéwnania (7.45)

otrzymujemy

0’ +(§+w2 sin ) p? =0 . (7.48)

Rownanie (7.48) jest rownaniem oscylatora harmonicznego i ma rozwiazanie

p(t) = p, cos(wyt +9) , (7.49)

gdzie w, = /% +’sin’ Y D\/% . Tu uwzglednilismy, ze (g//)>>w’. A wiec w wybranym

Lprimowanym” ukladzie wspotrzednych wahadlo wykonuje drgania harmoniczne w

plaszczyznie, ktora obraca si¢ w nie primowanym uktadzie wokot osi pionowej Oz ze stala
predkoscia katowa @ =—wsinl . Obrot plaszczyzny drgan wahadta zachodzi od osi Ox (od
potudnia) ku osi (=Oy) (ku zachodowi).
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