Wyklad 6

Drgania

Ruch, ktéry powtarza si¢ w regularnych odstepach czasu, nazywamy ruchem okresowym
(periodycznym). Przemieszczenie czastki w ruchu periodycznym mozna wyrazi¢ za pomoca
funkcji sinus albo cosinus. Ruch okresowy jest powszechna forma ruchu obserwowana w

zyciu codziennym i dlatego jest waznym przedmiotem fizyki.
Sila harmoniczna

Dziatajaca na cialo sile, ktora jest proporcjonalna do przesunigcia ciata od poczatku
uktadu 1 ktora jest skierowana ku poczatkowi uktadu, nazywamy sifq harmonicznq lub sitq
sprezystosci. Jezeli obierzemy o§ x wzdtuz przesunigcia, to sita harmoniczna jest wyrazona

rOéwnaniem

: (6.1)

gdzie x jest przesunigciem od potozenia rownowagi. To réwnanie opisuje sile¢ wywierang
przez rozciagnigta sprezyng o ile tylko spr¢zyna nie zostala rozciagnigta poza granice
sprezystosci. Wzor (6.1) wyraza tak zwane prawo Hooke'a.

Jezeli spr¢zyna zostanie rozciagnig¢ta tak aby masa m (zaczepiona do sprezyny)
znalazta si¢ w potozeniu x = A4, a nastepnie w chwili t = 0 zostala zwolniona, to potozenie

masy w funkcji czasu bedzie dane rownaniem:
x=Altosax . (6.2)

Sprawdzmy czy to jest dobry opis ruchu. Dla ¢t = 0, x = A4, tzn. opis zgadza si¢ z zalozeniami.

Z drugiej zasady dynamiki Newtona wynika, ze

ma = —kx ,
czyli
d*x
ma=m =—kx . 6.3
o (6.3)

Rownanie takie nazywa si¢ rownaniem rdézniczkowym drugiego rzedu. Staramy si¢
"odgadnac" rozwiazanie 1 nast¢pnie sprawdzi¢ nasze przypuszczenia. Zwro¢my uwage, ze
rozwiazaniem jest funkcja x(7), ktora ma te wlasciwos¢, ze jej druga pochodna jest rowna

funkcji ale ze znakiem "-". Zgadujemy, ze moze to by¢ funkcja x = Acos Wt i sprawdzamy
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—=U=-Awl8inwr , 6.4
r (6.4)
2
d 2fczd—“:a = -4’ Bosax . (6.5)
dt t

Podstawiajac ten wynik do réwnania (6.3), znajdujemy

m(—Aw’ [Gosaxr) = —kA [dosax . (6.6)
Skad mamy
w= L3 : (6.7)
m

Widzimy, ze funkcja x = Acosax jest rozwiazaniem réwnania (6.3) ale tylko gdy w=-/k/m .
Zwroémy uwagg, ze funkcja x = Asinoxt jest rOwniez rozwiazaniem réwnania (6.3)
ale nie spetnia warunku poczatkowego bo gdy ¢ = 0 to x = 0 (zamiast x = A4).
Najogolniejsze rozwiazanie roOwnania (6.3) ma postac:
x=A06in(awr+0a) | (6.8)
albo

x = ALeos(ax + B) | (6.9)

State O i B to sa stale fazowe. Stale A oraz O albo B sa okreslone przez warunki
poczatkowe: polozenie i predkos¢ w chwili £ =0 .
Ze wzorow (6.9), (6.4) 1 (6.5) wynika, ze wartosci maksymalne (amplitudy) wychylenia,

predkosci 1 przyspieszenia wynosza:

« dla wychylenia A;
« dla predkosci wA (wystepuje gdy Wt =(2n+1)T/2 czyli x =0
);
« dla przyspieszenia w' A (wystepuje gdy x = A4).
Okres drgan

Funkcja cosar lub sinar powtarza si¢ po czasie I = 2T/ W. Ta szczegdlna warto$é

czasu nazywamy okresem T . Liczba drgan w czasie ¢ jest rowna
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n=— (6.10)

Gdy podzielimy obie strony przez ¢, otrzymamy liczbg drgan w jednostce czasu

Va=—=—=— 6.11
t T 2m .11
ktora nazywa sig czgstotliwoscia drgan.

Dla ruchu harmonicznego w = vk / m wigc otrzymujemy
m
T=—=2m|— . 6.12
P (6.12)

Jest to okres drgan masy m przyczepionej do konca sprezyny o statej sprezystosci k.

Wahadla
1. Wahadlo proste

Wahadto proste albo wahadlo matematyczne jest to wyidealizowane cialo o masie
punktowej M, zawieszone na cienkiej, niewazkiej, nierozciagliwej nici. Kiedy -cialo
wytracimy z rGwnowagi to zaczyna si¢ ono waha¢ w plaszczyznie poziomej pod wptywem
sity cigzkosci. Udowodnimy, ze przy matych odchyleniach masy 7 od osi pionowej wahadto
to wykonuje ruch periodyczny.

Rysunek przedstawia wahadlo o dlugo$ci / i masie m, odchylone o kat O od stanu
rownowagi wahadla (6=0). Na mas¢ m dziata sita przyciagania grawitacyjnego & .
Sktadowa mg[20sO sily grawitacyjnej réwnowazy sila naprezenia nici N. Natomiast

sktadowa mg [8in® nie jest zrownowazona i jest sita przywracajaca rownowage uktadu,

sprowadzajac mas¢ m do polozenia rownowagi. Sita ta wynosi

F =-mgsinB | (6.13)

Znak minus tu oznacza, ze sila ta jest skierowana w stron¢ przeciwna od kierunku
odchylenia wahadta. Ze wzoru (6.13) wida¢, ze sita przywracajaca rownowage uktadu jest
proporcjonalna do sin®, a nie do 0, wiec nie jest to ruch prosty harmoniczny. Jezeli jednak
kat O jest maly (mniejszy niz 10°) to sin© jest bardzo bliski 8 (réznica mniejsza niz 0.5%).
Przemieszczenie wzdtuz tuku (z miary tukowej kata) wynosi x =/[8. Przyjmujac zatem, ze

sin @ 08 wzor (6.13) mozemy zapisa¢ w postaci
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Rys.6.1. Wahadto proste

F:—mgHZ—mg§:—$x . (6.14)

Sita (6.14) jest wprost proporcjonalna do przemieszczenia (ze znakiem "-"), czyli jest sita

harmoniczna. W tym przypadku w réwnaniu sity harmonicznej (6.1) stata k& okre$la stata

mg /1l Korzystajac ze wzoru (6.14) dla czesto$ci drgan wahadta matematycznego znajdujemy

(A):\/E:\/g . (6.15)
m /

Po podstawieniu (6.15) do wzoru (6.12) mamy
| k g (6.16)

Zauwazmy, ze czgstos¢ 1 okres wahadta prostego nie zalezy od amplitudy i od masy wahadta.
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Wahadlo fizyczne

Dowolne ciato sztywne zawieszone tak, ze moze si¢ waha¢ wokot pewnej osi
przechodzacej przez to ciato nazywamy wahadtem fizycznym. Udowodnimy, ze przy matych
odchyleniach ciata sztywnego od osi pionowej wahadlo fizyczne wykonuje ruch okresowy.

Niech punkt P (rys.6.2) jest punktem zawieszenia ciala, a punkt S, znajdujacy si¢ w

odlegtosci d od punkt P, jest srodkiem masy ciata. Moment sity M dzialajacy na ciato wynosi

M =-mgdsin@ | (6.17)

Znak minus oznacza tu, ze moment sit ma kierunek przeciwny do kierunku momentu pedu
ciala.
Korzystajac z rownania momentow
2

d—L:Id@:IEL?:M, (6.18)

dt dt dt
1 biorac pod uwage wzor (6.17), otrzymujemy

d*e

1
ds?

=-mgdsin0 . (6.19)

Dla matych wychylen, dla ktorych sin © 00, ze wzoru (6.19) znajdujemy

o__predy

. 6.20
d> 01 O (6:20)
To rownanie ma tg sama posta¢ co rownanie dla ruchu harmonicznego wigc
w= "8 (6.21)
1
lub
1
T=2m|— . (6.22)
mgd

Poréwnajmy okres otrzymany wahadta fizycznego 1 okres wahadta matematycznego

/
T'=2m|— . 6.23
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Rys.6.2. Wahadlo fizyczne

Z tych wzordéw otrzymujemy, ze wahadto matematyczne o dlugosci

l,=—="——"C=d+-C (6.24)

ma taki sam okres co wahadlo fizyczne. Diugos¢ L, okreslona wzorem (6.24) nosi nazwe
diugosci zredukowanej wahadta fizycznego. W réwnaniu (6.24) Ic jest momentem
bezwtadnosci wahadta fizycznego wzgledem osi przechodzacej przez jego $rodek masy S i
rownoleglej do jego osi wahan. Ostatni czton w (6.24) wyprowadzilismy, korzystajac z
twierdzenia Steinera. Punkt P (rys.6.2), lezacy na prostej PS w odlegtosci L, od punktu

zawieszenia wahadla nazywamy srodkiem wahan wahadta fizycznego. Ten punkt ma
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interesujaca wlasciwo$é: jezeli zawiesimy wahadlo w punkcie P, to okres drgan wahadta nie
zmieni si¢. Istotnie, zgodnie z (6.24), wahadlo zawieszone w punkcie P, ma nastepujaca
dtugos¢ zredukowana

I

md

I =d + (6.25)

/

Tu d jest odlegtos¢ punktu P od $rodka masy S (rys.6.2).

Zgodnie z okresleniem $rodka wahan: /, =d’ +d , a zatem ze wzoru (6.24) otrzymujemy

L =d+d =d+1c | (6.26)

md

Skad
1 1
d =—% albo d= < (6.27)
md md
Po podstawieniu (6.27) do wzoru (6.25) otrzymujemy
/= g/ IC — q/ —
I, =d" +——=d +d =1, . (6.28)
md

A wigc dtugo$¢ zredukowana wahadta zawieszonego w punkcie P’ jest taka sama jak dlugos$¢
zredukowana wahadta zawieszonego w punkcie P. Poniewaz, dlugo$¢ zredukowana okresla w
jednoznaczny sposob okres i czgsto$¢ drgan wahadta fizycznego, z réwnosci (6.28) wynika,

ze wahadta zawieszone w punktach P i P’ maja takie same okresy i czesto$ci.
Oscylator harmoniczny ttumiony
Rozwazmy teraz drgania oscylatora z uwzglgdnieniem strat energii oscylatora. W

przypadku drgah mechanicznych sita hamujaca (tumiaca) ruch czastki jest sita oporu £,
osrodka. Sita oporu ma zwrot przeciwny do predkosci i w najprostszej postaci jest wprost
proporcjonalna do predkos$ci

dx

F =-y— .
o ydt

(6.29)

Z uwzglednieniem sity hamujacej (6.29), rownanie ruchu (6.3) oscylatora harmonicznego

przyjmie postaé
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me—r = —fx -y . (6.30)

Wprowadzajac T =m/Y oraz oznaczajac czestos¢ drgan niettumionych W =k/m zapiszmy

réwnanie (6.30) w postaci

T TR (6.31)

Bedziemy szukali rozwiazania (6.31) w postaci:
x=Ae " coswr . (6.32)

Obliczmy teraz pierwsza i druga pochodne funkcji (6.32), wzgledem czasu

% =4 [ﬁ— Pe# cosax — e wsin ax) , (6.33a)
CX 4B e™ cosax +2ae sinax - P cosaa 6.33b
o e " cosax+2Lwe " sinax —e 7w cosax| . (6.33b)

Po podstawieniu tych pochodnych do rownania (6.31) otrzymujemy

A [(],BZe_B’ cosax + 2 Bwe ™™ sinaxr — e w’ cos ar

+ A4 Ell—(— Be ™™ cosax — e P wsin ax) + Aa)ge_ﬁ’ cosaxr =0 . (6.34)
T

Zapiszmy (6.34) w postaci

(ﬁ2—§+w§—wz)@osaﬁwmzﬁ—%mmax:o . (6.35)
Roéwnanie (6.35) musi byé stuszne dla dowolnej chwili. Niech ¢ =27/w, wtedy ze wzoru

(6.35) otrzymujemy

(ﬁz-g+w§-w2)=0. (6.36)

Jezeli rozwazmy teraz chwilg ¢ = 11/ 2w, wtedy
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wmﬁ—%) =0 . (6.37)

Rys.6.3. Wykres funkcji x = 4@ cosL/a)(f -pB° EJ

Rys.6.4. Aperiodyczny ruch oscylatora z "silnym" thumieniem
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Z réwnania (6.37) mamy

B=—. (6.38)

Po podstawieniu T =1/2 do wzoru (6.36) znajdujemy:
w =w; -B*. (6.39)

A zatem funkcja
x=A@d" cos\w/a)g - B’ ‘ (6.40)

jest rozwiazaniem rownania opisujacego ruch harmoniczny tlumiony. Widzimy, Zze opor
zmniejsza zaroOwno amplitude jak i czgstos¢ drgan, czyli powoduje spowolnienie ruchu.
Wielko$¢ thumienia okresla wspotczynnik ttumienia 8 (lub stala czasowa 7). Wykres ruchu

oscylatora harmonicznego ttumionego w zaleznosci od czasu jest pokazany na rysunku 6.3.
Powyzsze rozwazania dotycza sytuacji "stabego thumienia" tj.B < ,. Gdy tlumienie
wzroénie powyzej pewnej krytycznej wartosci (B=0),) ruch przestaje by¢ ruchem

okresowym, drgajacym. W tym przypadku obserwujemy, ze cialo wychylone z potozenia

rownowagi powraca do niego asymptotycznie. Takich ruch nazywamy ruchem pefzajqcym
(aperiodycznym). Zaleznosci wychylenia od czasu dla ruchu ttumionego krytycznie (B =) i

ruchu petzajacego (8> ) sa pokazane na rys.6.4.
Straty mocy, wspoélczynnik dobroci

Wspotczynnik dobroci O uktadu drgajacego jest definiowany jako

E
Q - 27_[ zZmagazynowana = 2nﬁ — ? , (6.41)

stracona za okres

Tabela 6.1 Wspolczynniki dobroci

Oscylator Q
Ziemia dla fali sejsmiczne;j 250-400
Struna fortepianu lub skrzypiec 1000
Atom wzbudzony 10’
Jadro wzbudzone 10"
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We wzorze (6.41) P jest $rednig strata mocy, a W =271/T - czgstotliwo$cia. Dla przypadku
stabo tlumionego oscylatora harmonicznego (S8<< wy) wspdtczynnik Q ma w przyblizeniu

wartos$¢ w2 0. Kilka typowych wartosci Q podano w tabeli 6.1
Drgania wymuszone oscylatora harmonicznego

Rozwazmy teraz przypadek, gdy na oscylator oprocz sily oporu dziata jeszcze sita
zewnetrzna wymuszajaca F'(f). Sita wymuszajaca ma za zadanie podtrzymywaé gasnace

drgania oscylatora. W tym przypadku rownanie ruchu oscylatora ma postaé

d*x dx
+y—+kx=F(t 6.42
m de ) (6.42)

Wprowadzajac T=m/y=1/2 oraz oznaczajac czestos¢ drgar nietlumionych W, =k/m

zapiszmy rownanie (6.42) w postaci

o R = (6.43)

Udowodnimy, ze gdy uktad jest zasilany czestosciq w roznq od czestosci wlasnej @y
wowczas drgania oscylatora bedq odbywaly sie z czestosciq sily zewnmetrznej a nie z
czestosciq wlasnq.

Zatozmy, ze sita wymuszajaca ma postac

F, sin o .
F@ _Rsnwr a,sinwyr | (6.44)

m m

gdzie Oy =F,/m,

Mamy teraz w rownaniu (6.43) dwie wielkosci okresowo zmienne: potozenie x oraz
sitg wymuszajaca F. W najogoélniejszym przypadku suma (ztozenie) dwoéch funkcji
okresowych daje w wyniku tez funkcje okresowa (rys.6.5):
A, coswr + A4, sinwt = Asin(wxt + ¢).

Bedziemy szukali, wiec rozwiazania réwnania (6.43) postaci 4sin(w¢ +¢). Musimy
znalez¢ amplitudg 4 oraz przesunigcie fazowe @.

Najpierw zdefiniujmy przesuniecie fazowe @. Zaro6wno sita wymuszajaca jak i
wychylenie zmieniaja si¢ cyklicznie (harmonicznie ), tzn. pelny cykl np. od maksimum do

maksimum obejmuje 360° czyli 2TU Przesuniecie fazowe ¢ mowi nam o jaki kqt maksimum
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przemieszczenia wyprzedza maksimum sity (o ile przesunigte sa wykresy x(7) 1 F(¢)). Np. sila

osiaga swoje maksimum gdy przemieszczenie jest rowne zeru (i ro$nie w kierunku dodatnim).

Oznacza to, ze x opdznia sig¢ wzgledem sily o T72.

Rys.6.5. Ztozenie dwoch funkceji harmonicznych

Poszukiwanie rozwigzania zaczynamy od obliczenia pochodnych

ax = wA [eos(wrt +9),
dt
d’x 2 :
=-w A4 B8in(wx +
P (o +¢)

Po podstawieniu tych pochodnych do rownania (6.43) znajdujemy

(o} —wz)D4sin(wt+¢)+$Acos(wt+q>) =, Binox .

Rownanie to przeksztalcamy korzystajac ze zwiazkow

sin(ax + @) = sinax cos@ + cosa sing,
cos(ax + @) = cosax cos@ — sina sing .

Wtedy otrzymujemy

[(a* = aF)cos@ — (W T)sing] Asincx + [(ay* — &¥)sing + (w/ T)cos@] Acosaxr = Qosina .
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Roéwnanie to moze by¢ tylko spetnione, gdy czynniki przy sina¥ bgda sobie rowne, a czynnik

przy cosax bedzie rowny zeru. Ten ostatni warunek mozna zapisac jako

sin @ w/T 2 Bw
_ t = - = -
cos @ ? w - wW-w (6:45)

Z tego warunku wiemy juz fazg @. Teraz mozemy wyznaczy¢ amplitudg. Z réwnoSci

czynnikOw przy sina¥ otrzymujemy

a a
A= 0 = . 0 . 4
[(w] —w’)cosp —(w/T)sing] cos¢ [t(a)g -w’)-2Pw Bg(b] - (646
Biorac pod uwagge (6.45) znajdujemy
cosf = 1 B w; -’
Nvigs ;- +apw (047
Po podstawieniu (6.45) i (6.47) do wzoru (6.46) otrzymujemy:
a a
A= 0 - 0
[(wg_wZ)Z +(C<)/T)2]l/2 [(wé_C()Z)Z +4,326<)2]1/2 . (648)
Laczac wzory (6.45) 1 (6.48) znajdujemy ostatecznie
. a sinf + arctg —2P%®_ (6.49)
[(wg_w2)2+4ﬁ2w2]l/2° ng_wg . .

Rezonans

Zauwazmy, ze chociaz drgania odbywaja si¢ z czgstoscia @W sily wymuszajacej to
amplituda i faza zaleza od relacji pomigdzy czestoScia wymuszajaca @, a cze¢stoscia wilasna w
0. W szczegolnoscei, gdy czestosc sily wymuszajacej osiagnie odpowiednia czgstotliwosé, to
amplituda drgan moze wzrosna¢ gwaltownie nawet przy niewielkiej wartosci sity
wymuszajacej. Zjawisko to nazywamy rezonansem. Wykres przedstawiajacy rezonansowy
wzrost amplitudy drgan w funkcji czestosci sily wymuszajacej pokazany jest na rys.6.6 dla
réznych warto$ci wspotczynnika thumienia B (Lo<[i<[(<[:<[:). Czg¢stos¢ rezonansowa @ i
amplitud¢ rezonansowa 4. mozemy obliczy¢ z warunku na maksimum amplitudy drgan danej

wzorem (6.48). Funkcja 4(w) osiaga maksimum
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2 2
2B W, -B
dla czestosci rezonansowej

w, =.|w; -2B° .

Widaé, ze im mniejsze ttumienie [ (dtuzszy czas 1) tym wigksza amplituda 4. Jezeli ttumienie
jest stabe (B << @) to wowczas maksymalna amplituda odpowiada czgstosci drgan wiasnych
@ = . Jednoczesnie, ten warunek odpowiada przesunigciu fazowemu ¢ = 102 pomigdzy sita
a wychyleniem. Sita wigc nie jest zgodna w fazie z wychyleniem. Zauwazmy jednak, ze moc

pochtaniana przez oscylator zasilany sita wymuszajaca F' zalezy od predkosci

P=F[.

Rys.6.6. Rezonans

Trzeba wigc, zeby to predkosé (a nie wychylenie) byta zgodna w fazie z sita, a to oznacza, ze

sita musi wyprzedza¢ wychylenie o 2. Gdy x = 0 to U =U,,, i wtedy sita tez ma by¢

maksymalna. W punktach zwrotnych, gdzie predkos¢ zmienia swdj kierunek, sita tez musi
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zmieni¢ swoj kierunek (sita dziata caty czas to nie sa impulsy tak jak np. przy popychaniu
hustawki).

Skutki rezonansu mogq by¢ zarowno pozytywne jak i negatywne. Z jednej strony
staramy sie wyeliminowac przenoszenie drgan np. z silnika na elementy nadwozia w
samochodzie, a z drugiej strony dziatanie odbiornikow radiowych i telewizyjnych jest mozliwe
dzieki wykorzystaniu rezonansu elektrycznego. Dostrajajqc odbiornik do czestosci nadajnika
spetniamy wiasnie warunek rezonansu. Zjawisko rezonansu jest bardzo rozpowszechnione w

przyrodzie.
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