Wyklad 5

Dynamika ciala sztywnego

Ciala sztywne i moment bezwladnosci

Wigkszo$¢ mas w przyrodzie to nie sa czastki punktowe tylko rozciagle ciala stale,
ktore moga wykonywac zarowno ruch postepowy jak i obrotowy. Przez ciala state, sztywne,
rozumiemy ciala, w ktorych odleglos¢ miedzy dwoma wybranymi elementami pozostaje stata.

Przeanalizujmy ruch takiej bryly obracajacej si¢ ze stala predkoscia katowa @ wokot
statej osi w uktadzie srodka masy. Dla uproszczenia rozwazmy bryl¢ w postaci ciata o symetrii
obrotowej (rys.5.1). Zauwazmy, ze rézne czgsci ciata maja r6zna predkosé liniowa U, chociaz

ta sama predkos¢ katowa w Podzielmy to cialo na male elementy o masie Am; odlegle od osi
obrotu 0 R,y (rys.5.1). Predko$¢ liniowa takiego elementu wynosi O, = IG)X RiJ, skad

U, =R, sind o= wR,,.

Rys.5.1. Ruch obrotowy bryty

Moment pedu ]jl. tego matego elementu wzglgdem poczatku uktadu O wynosi
L, =|R xamo,| =L, +L

i »
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gdzie

oraz

Sktadowa momentu pedu

LiH =Am;R,;0, = AmiRi2D (4o (5.1
jest rownolegta do wektora predkosci katowej @ (rys.5.1), natomiast sktadowa

Ly, =b0mR,v, =Am,R, R, L& (5.2)

[kl 1 e

jest prostopadia do wektora predkosci katowej @ (rys.5.1).

Jezeli cialo sztywne ma symetri¢ ciata obrotowego, suma wszystkich sktadowych ZiD

bedzie rowna zeru, natomiast suma wszystkich skladowych L;; bedzie wynosita
L= EZ R2Am, o (5.3)
7 O

Wielko$¢ w nawiasie nazywamy momentem bezwtadnosci I bryty wzgledem osi obrotu:

- 2
122 Robom, (5.4)

W przypadku ciagltego rozktadu masy moment bezwladnosci ciata wzgledem osi

okreslamy w nastepujacy sposob:

I :!p(r) GodV (5.5)

Tu 7y jest najkrotsza odlegtos¢ od osi obrotu punktu o wektorze wodzacym 7 .

Biora pod uwage (5.4), mozemy teraz zapisa¢ moment pgdu obracajacego si¢ ciala

sztywnego w postaci
L=10lw . (5.6)
W réwnaniu (5.6) L jest sktadowa momentu pedu ciala sztywnego na kierunek wektora

predkosci katowej @, a zatem rownanie (5.6) mozemy zapisa¢ roOwniez w postaci wektorowe;j
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L=1. (5.7)

Warto podkreslié, ze réwnanie wektorowe (5.7) jest stuszne tylko dla bryly o symetrii
obrotowej. Dla bryly o dowolnym ksztalcie wektor 7, nie jest rownolegly do wektora .

Po podstawieniu wzoru (5.7) do réownania, okreslajacego zmiany momentu pedu (

I = ), otrzymujemy

d—L:Jd’l”:IEB:M. (5.8)
dt dt

5 w . . . - . . —
Tu B= 7 jest przyspieszenie katowe, a Jf jest sktadowa momentu sity wzdhuz osi obrotu

bryly, czyli wzdtuz wektora .

Energia kinetyczna rotujacej bryly sztywnej w uktadzie srodka masy ma postaé
— 1 2 1 2 _ 1 2 2
T _E,ZAm[Ui _EIZAmi(RDw) _EEZAmiRiDE’J ) (5.9
a zatem, uwzgledniajac wzor (5.4), znajdujemy
T—l Am.v? —lzw 510
2 IZ i 2 b ( * )

Zestawmy teraz obliczone wielko$ci ruchu obrotowego bryly z ich odpowiednikami dla

ruchu postepowego.

Ruch postepowy Ruch obrotowy
p=mb L=1
ﬁ' =ma ]\_/] = IB
T =—mv* T = l](,oz
2 2

Z tej tabelki widzimy, ze moment bezwladno$ci / w ruchu obrotowym bryly odgrywa role
analogiczna do masy m w ruchu postgpowym. Istnieje jednak zasadnicza réznica: masa ciata
nie zalezy od jego polozenia w przestrzeni, natomiast moment bezwladnosci zalezy od osi,

wokot ktorej obraca si¢ ciato. Momenty bezwtadnosci niektorych ciat sa podane w tabeli.
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Cialo I

Obregcz, pierScien wzgledem osi U przez srodek mR’®
Krazek, walec wzgledem osi [ przez $rodek mR’/2
Pret wokot osi O przez $rodek ml’/12
Pret wokot osi U przez koniec ml/3
Pelna kula wokot osi przez srodek 2mR’/5
2mR’/3

Czasza kulista wokot osi przez $rodek

Twierdzenie Steinera
Czgsto do obliczania momentu bezwladnosci wygodnie jest postuzy¢ si¢ twierdzeniem
Steinera. Podaje ono zalezno$¢ pomigdzy momentem bezwiadnosci / ciata wzgledem danej osi,
a momentem bezwladnos$ci Ic tego ciata wzgledem osi przechodzacej przez jego srodek masy
irownolegtej do danej osi:

I=1.+md’ (5.11)

gdzie m jest masa ciata, a d odlegloscia pomigdzy osiami. Udowodnimy twierdzenie Steinera.
Rozwazmy dwie réwnolegle do siebie osi 1 niech osi te sa prostopadie do plaszczyzny

rysunku (rys.5.2) i przecinaja ta ptaszczyzng w punktach 4 i B. Zgodnie ze wzorem (5.2)

momenty bezwladno$ci ciala wzgledem osi przechodzacych przez punkty 4 i B sa rowne:

(5.12)

Rys.5.2. Twierdzenie Steinera
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I, = g(r/a)zAm[ , (5.13)

Tu 75 i 7, - odlegtosci masy Am; od osi przechodzace przez punkty 4 i B odpowiednio.

Z 1ys.5.2 wynika, ze miedzy wektorami 75 i 7, istnieje zwiazek
Fo=Fh+d . (5.14)
Po uwzglednieniu (5.14) ze wzoru (5.12) otrzymujemy:
1,=5 ribm =Y (L +d)’ @,
7 7
= () bm, +d*y Am, +2c?DZAmf/D : (5.15)

=1, +md® +2m(d F,)

Tu m - masa ciala, a 75 - wektor okreslajacy odleglos¢ $rodka mas ciata od osi

przechodzacej przez punkt B . Jezeli srodek mas ciata znajduje si¢ na osi przechodzacej przez

punkt B, wtedy 7/; =0 i ze wzoru (5.15) wynika wzor (5.11), ktory wyraza twierdzenie

Steinera.
Ruch postgpowo-obrotowy ciala sztywnego

Dotychczas rozpatrywaliSmy ruch obrotowy ciala wzgledem osi nieruchomych.
Udowodnimy, ze jezeli cialo sztywne toczy si¢ po jakie§ powierzchni, to taki ruch ciata tez
mozemy uwazac za ruch obrotowy, ale wzgledem osi, ktora sama przesuwa si¢ z czasem. Gdy
na przyklad walec toczy si¢ to ten ruch walca mozemy rozwazac¢ jako ruch zlozony zaréwno z
ruchu postepowego a jednoczesnie obrotowego. W ruchu postepowym (rys.5.3(a)) wszystkie
punkty toczacego si¢ walca poruszaja si¢ z takimi samymi predkos$ciami, natomiast w ruchu
obrotowym (rys.5.3(b)) przeciwlegle punkty poruszaja si¢ z przeciwnymi predkosciami, a
srodek walca jest nieruchomy. Na rys.5.3(c) pokazano wynik zlozenia (sumowania)
odpowiednich wektorow z rysunkow (a) i (b).

Zwrdémy uwage (rys.5.3¢c), ze w kazdej chwili wszystkie punkty podstawy walca
(punkty P styczno$ci z podlozem na rys.5.4) spoczywaja (U, =0). Natomiast predkos¢

liniowa kazdego innego punktu jest w kazdej chwili prostopadta do linii taczacej ten punkt z
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podstawa P i proporcjonalna do odlegtosci tego punktu od P (U = WUlH). Oznacza to, Ze ruch
postepowo-obrotowy walca w kazdej chwili mozemy rozwaza¢ jako obrot walca dookota osi
obrotu pokrywajacej si¢ ze styczna walca z podlozem (0§ ta jest prostopadta do ptaszczyzny

rys. V.4 i przecina ja w punkcie P).

Vér.mA Vér.m. = O\)R

-Vér.m. = - ('OR

(a) (b) (c)

Rys.5.3. Ruch postgpowo-obrotowy

Rys.5.4. Obrot walca dookota osi chwilowej
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A zatem udowodnili$my, ze mozemy toczenie opisywac¢ réwniez jako "czysty" ruch obrotowy,
ale wzgledem osi przechodzacej przez punkt P stycznos$ci z powierzchnia, po ktorej toczy si¢
cialo. Oczywiscie, ze z uptywem czasu polozenie osi obrotu przesuwa si¢ po podtozu. O$ ta
nosi nazwe chwilowej osi obrotu.
Energia kinetyczna ruchu post¢gpowo-obrotowy ciala sztywnego

Wyzej widzieli$my, ze ruch postgpowo-obrotowy (toczenie si¢ ciata) sktada si¢ z ruchu
postepowego z predkoscia U, oraz ruchu obrotowego dookota osi chwilowej obrotu z
predkoscia katowa @. Wiec predko$é liniowa U; dowolnego malego elementu ciala
sztywnego o masie Am; wynosi:

!

0, =0, +|@x7] . (5.16)
Biorac pod uwagg (5.16) dla energii kinetycznej ciata sztywnego znajdujemy
T :lem v’ :lem o, +|@x7])’
2 4 i 2 i i 0 i
(5.17)

:%ungm,. +(0, E%'XZAm[Fi§+%ZAmi(IGJXE])2 |

Poniewaz, ZAmi =M jest masa ciafa; ZAmiri =mlf. gdzie 7. jest wektorem wodzacym

srodka mas ciala;

S om([@x7]) =’y dm (rsina, ) =@y Ampt =0? O

zapiszmy wzor (5.17) w postaci
T :%mué +m(Uo [[](DXFC]) +%[C‘)2 E%mué +%IO)2 +(m77c [I]go x&')]) . (5.18)
Tu skorzystaliSmy z tozsamos$ci wektorowe;: (& Epg X E” = (5 [ﬁE X El]) = (E [bﬁ Xl;” .
Ze wzoru (5.18) wynika, ze jezeli 0§ obrotu zawiera $rodek mas (7. =0), energia

kinetyczna ruchu postgpowo-obrotowego sklada si¢ z energii kinetycznej ruchu postgpowego

srodka mas 1 energii kinetycznej obrotowej bryly:

1 1
:Emué +Elca)2 . (5.19)
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Tu /. moment bezwladnoSci ciata wzgledem osi przechodzacej przez $rodek mas ciata.

Zadanie: Krazek 1 kula o masach m i promieniach R staczaja si¢ po réwni pochytej o
wysokosci 4. Obliczy¢ ich predkosci u dotu rowni.
Rozwiazanie: Zapiszmy zasadg zachowania energii dla krazka 1 kuli:

| R G
mgh=—muU" +—I[w" . 5.20
gh=- 5 (5.20)
Poniewaz w=0/R wiec
mgh=Lmv? + 112 (5.21)
175 2 R '

Ze wzoru (5.21) znajdujemy

(5.22)

Dla krazka I = mR*/2, a zatem

v= Jggh =1.7/gh . (5.23)

v= /%gk ~2./gh . (5.24)

Zauwazmy, ze odpowiedz nie zalezy od masy i promienia ale zalezy tylko od ksztattu. Gdyby te

podczas, gdy dla kuli I = 2mR*/5 wiec

ciala zsuwaly si¢ (bez tarcia) to v =-/2gh dla obu bryk.

Ruch precesyjny (bak). Zyroskop.

Inny przyktadem ruchu obrotowego, w ktérym o§ obrotu nie jest nieruchoma w
inercjalnym uktadzie odniesienia jest Zyroskop. Zyroskopem albo bakiem mnazywamy
symetryczna obrotowa bryle sztywna wirujaca dookota swej osi symetrii. Ruch zyroskopu
wykazuje bardzo interesujace zachowanie, ktore czgsto jest wykorzystane w nawigacji

statkow, samolotow i td.
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Rozwazmy zyroskop, ktorego o$ jest zamocowana w jednym nieruchomym punkcie O

(rys.5.5). Jezeli sprobujmy teraz zmieni¢ kierunek osi zyroskopu, dziatajac na nie zamocowany
koniec jego osi sita [, to okazuje sig, ze 0§ zyroskopu obraca si¢ nie wokot osi D — D, jak
mogliby$Smy przypuszczaé, a wokot osi B—B (rys.5.5). Efekt ten nazywa si¢ efektem
zyroskopowym i catkowicie jest zgodny z zasadami mechaniki. Istotnie, dzialanie sity f w

ciagu czasu At powoduje zmiang momentu pedu o
AL =M v = |7 x F| @y (5.25)

gdzie 7 jest wektorem taczacym punkt O i punkt A4 .

Rys.5.5. Efekt zyroskopowy

Wektor A7, jest skierowany prostopadte do wektora sity £, a zatem nowy kierunek wektora
momentu pedu [ + AL bedzie obrocony wzgledem poczatkowego polozenia dookofa osi
B - B. Poniewaz kierunek wektora momentu pedu 7 pokrywa si¢ z kierunkiem osi obrotu

zyroskopu, razem z obrotem wektora 7, obroci si¢ rowniez 0§ zyroskopu, zajmujac polozenie

04’ .
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Drugie interesujace zjawisko, ktore wykazuje zyroskop jest zjawisko precesji osi
zyroskopu. Rozwazmy zjawisko precesji baka - zyroskopu.

W sytuacji przedstawionej na rysunku 5.6 bak ma predkos¢ katowa @ dookota swej
osi symetrii. Ma rowniez moment pedu 7 wzgledem tej osi, ktora tworzy kat @ z osia
pionowa. Na bak dziataja dwie sily: sita w punkcie podparcia dziala w gorg i sita cigzkosci
przytozona do $srodka masy dziata w dot. Sifa reakcji dziatajaca w gére ma zerowy moment sity
wzgledem punktu podparcia, bo ma zerowe ramie. Cigzar mg wytwarza jednak moment sity
wzgledem punktu podparcia:

M =i x F| = ml. < F| | (5.26)

gdzie 7. okredla polozenie $rodka masy. Z okreSlenia iloczynu wektorowego wynika, ze

wektor momentu sily A7 jest prostopadly do wektoréw 7. i mg . A zatem z roéwnania ruchu

dla momentu pedu M = c:;—L = % wynika, ze wektor AJ
t t

AL =M [\ (5.27)

jest prostopadty do wektora [, .

W nowym potozeniu osi baka, ktore okresla wektor momentu pedu 7 + A7 (rys.5.6)
na bak znow dziata moment sit (5.26), ktory jest prostopadly do wektora [, + A7, . Ten moment
sity znow powoduje nastgpny obrot osi baka dookota osi z. W wyniku takiego ruchu o$
wirujacego baka wykonuje precesj¢ dookota osi z . Dla tego, zeby znalez¢ predkos¢ katowa
takiej precesji skorzystamy z tego, ze (rys.5.6)

AL O(Lsin 0) (g (Ad) = (Lsin0) (A . (5.28)
Skad
AL
Ag DLsin6’ ) (5.29)

Po uwzglednieniu (5.27) ze wzoru (5.29) otrzymujemy

MAt

Ao [ .
¢ Lsin@

(5.30)
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Rys.5.6 Precesja zyroskopu

Dzielac (5.30) przez At i zmniejszajac Af do zera w granice otrzymujemy dla predkosci

precesji

dp . A M
W =—=lim—=— 5.31
Peodt a0 At L[3inB (5:31)

Z rys.5.6 wida¢, ze warto$¢ momentu sity 7 jest rowna
O
M =r.mg BinFg = r.mg Bin(180° —0) = r.mg Bin @ - (5.32)

A zatem ze wzoru (5.31) znajdujemy

remg _ r.mg
w, = ==
L 1 Lo

(5.33)

Ze wzoru (5.33) wynika, ze predkos¢ precesji nie zalezy od kqta 6 1 jest odwrotnie

proporcjonalna do wartosci momentu pedu.
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Roéwnanie (5.32) mozna zapisa¢ w postaci wektorowej. Najpierw, uwzgledniajac

(5.33), przepisujemy je do postaci
M =r.mgBin6 =w,Lsinb (5.34)
Wida¢, ze po prawej stronie roOwnania otrzymaliSmy warto$¢ iloczynu wektorowego {CTJP X ZI .

Tak wigc, ostatecznie wyrazenie wiazace predkos¢ katowa precesji z momentem sily i

momentem pedu ma postacé
M =|o, xI| . (5.35)
Warto podkresli¢, ze wzor (5.33) jest stuszny tylko gdy
W, <<w, (5.36)

Zwiazane to z tym, ze bak wiruje jednoczes$nie dookota swej osi symetrii oraz dookota osi z .

W tym przypadku moment pedu baka [ okre$la inny wzor niz [ = J [4).
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