Wyklad 4

Zderzenia w mechanice

Zderzenia doskonale niespre¢zyste

Zderzenie dwoch ciat nazywamy zderzeniem doskonale niesprezystym, gdy po
zderzeniu oba ciala tacza si¢ i1 poruszaja si¢ dalej jako calo$¢. Przyktadem takiego zderzenia
jest uderzenie kuli w zawieszony worek z piaskiem. Procesy fizyczne, ktore zachodza podczas
tego zderzenia sa bardzo ztozone. Jednak nie rozwazajac tych zjawisk, mozemy znalez¢
predkos¢ potaczonego ciata, korzystajac tylko z zasady zachowania pgdu.

Rozwazmy zderzenia dwoch cial o masach m, i m,, poruszajacych si¢ ruchem

postepowym z predkosciami U, i U, . Bedziemy rozwazali tak zwane zderzenie centralne, czyli
zderzenie, dla ktorego w chwili zderzenia $rodki mas zderzajacych si¢ cial znajduja si¢ na /inii
zderzenia (linia zderzenia nazywaja wspdlna normalng poprowadzona do powierzchni
zderzajacych si¢ ciat w punkcie styku tych cial w momencie zderzenia). Na dwa zderzajace si¢

ciala nie dziata Zadna sila zewngtrzna, a zatem wypadkowy ped dwoch cial do i po zderzeniu
musi by¢ ten sam. Oznaczajac predko$é¢ polaczonego ciata przez ) zapiszmy prawo

zachowania pedu
m,0, + m,0, = (m, +m,) b,

skad dla predkosci /' otrzymujemy

=2 (4.1)

Znajdziemy teraz energi¢ kinetyczna dwoch ciat do 1 po zderzeniu. Do zderzenia energia

kinetyczna dwoch ciat byta rowna:

1 1
Ty :Emlulz "'Emzuz2 . (4.2)
Po zderzeniu energia uktadu jest rowna:
1 2
Tpo :E(ml +m2)|]/ . (43)
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Po podstawieniu (4.1) do (4.3), znajdujemy

1
T, :5(’"1 +m,)V*

| . (4.4)
= W [m v} +2mm, (0, W,) + m;V5)

Wydzielimy w tym wzorze energia kinetyczna 7,,, dodajac i odejmujac czion

mm, ) )
— =  (Ur +vu’)-
2(m1+m2)( 1 :):
1 2,,2 2 2,,2 2
=—m; U, +mm,U; +m;0, +mm, U
po 2(m1+m2)|] 1¥1 177721 22 177%2%2
+2m,m, (0, W,) —mlmzul2 —mlmzuzz) . 4.5)
1 _ 1 o
:Tdo _5 T mU12_2(U1 m2)+U22):Tdo__:umU1_U2)2
m, +m, 2
Tu
p=—"" 4.6
m, +m, (4.6)

jest masa zredukowana.
Ze wzoru (4.5) wynika, Zze przy zderzeniu niespr¢zystym energia kinetyczna uktadu (dwoéch
zderzajacych si¢ cial) maleje:
_ IS

A_Tpo_Tdo __El’lmul _UZ) . (47)
Ze wzoru (4.7) wynika, ze podczas zderzenia niesprezystego catkowita energia uktadu nie
zachowuje si¢. Zmiana energii kinetycznej jest rowna, jak wiemy, prace, ktoéra wykonuja sity
wystepujace przy zderzeniu (tak zwane sily zderzeniowe). A zatem zmniejszenie calkowitej
energii kinetycznej uktadu moze by¢ wykorzystane i wykorzystuje si¢ do wykonania pracy

(kucie albo wbijanie gwozdzi i tp.).
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Z rownania (4.7) znajdujemy, ze jezeli U, =const i U, =const, najwigksza zmiana
energii kinetycznej powstaje gdy wektory U, i U, sa skierowane w strony przeciwne.

Zadanie. Rozwazy¢ zderzenie dwoch samochodéw m, =m, =m w przypadku a)

0,=-0,=20 ;b) 0,20 i0,=0,

Rozwiazanie: a) Zgodnie z (4.2) calkowita energia kinetyczna dwoch samochodow do

zderzenia wynosi

T,

o

=lmlul2 +lm2U22 =mu* . (4.8)
2 2

Po zderzeniu, zgodnie z (4.7) praca sit zderzeniowych jest rowna (4 =m/2)

1 I, m
A=T, -T, = —oH [0, —0,)" = 7 v’ =-mu* . 4.9)

Z porownania wzorow (4.8) 1 (4.9) widzimy, ze po zderzeniu dwa samochody zatrzymuja sig,
a cala energia kinetyczna samochodow idzie na zniszczenie samochoddow.

b) W tym przypadku, zgodnie z (4.2)

1 1 1
Tdo :Emluf +5m2U22 :EmUZ . (410)

Po zderzeniu, zgodnie z (4.7), praca sit zderzeniowych jest rowna (U =m/2)

1 o m
A=T, -T, :—Eumul -0,) :—ZDDZ . (4.11)

Z poréwnania wzorow (4.11) i (4.9) widzimy, ze w tym przypadku praca sit zderzeniowych,

ktora idzie na zniszczenie samochodow o 4 razy mniejsza.
Zderzenia doskonale sprezyste

Zderzenie dwoch ciat nazywamy zderzeniem doskonale sprezystym, jezeli podczas tego
zderzenia energia catkowita nie ulega zmianie. To oznacza, ze przy zderzeniu wewngtrzna

energia ciat nie zmienia sig, czyli przy tym zderzeniu ciala zderzajace uwazamy za doskonale

sprezyste.

Rozwazmy znoéw centralne zderzenie dwoch ciat o masach m, 1 m,, poruszajacych si¢

ruchem postepowym z predkosciami U, i U,.
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Zapiszmy prawo zachowania pedu i prawo zachowanie energii dla takiego uktadu:

— = = =/
m0, + m,0, =m0, +m,0, , (4.12)

1 1 1
—m; +5m2U22 = Emlu{2 +5mzu;2 . (4.13)

Tu 0, i 0, - predkosci czastek po zderzeniu. Przepiszmy wzory (4.12) i (4.13) w postaci:
m, (0, =0/) = m, (0, —0,) (4.14)
m, (0} —=0/*)=m,(0," =0;) . (4.15)
Ze wzoru (4.15), biorac pod uwage, ze (07 —0,%)=(0, —0/)(0, +0)) i po uwzglednieniu
wzoru (4.14) znajdujemy
0,+0 =0, +0, . (4.16)

Réwnania (4.14) 1 (4.16) tworza uklad réwnan algebraicznych wzgledem nie wiadomych

R

=/ _ = —
U, -0,=0,-0, . (4.17a)
m, 0, +m,0, =m,0, +m,0, . (4.17b)
Uktad réwnan (4.17) ma rozwiazanie:
0, -0)) -1
_,_|m0, +m,0,) m,| m,0, -m,0, +m,0, +m,0,
: I -1 m, +m,
, (4.18)
m, n,
_ m,0, + m,0 _ _
—_U] 2 1~1 272 ]+2U
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1 (Uz _Ul)

m,  (m0, +m,0,)

_m0, +m,0, -m0, +m0,

0, = =
1 -1 m, +m,
o (4.19)
1 2
= —02 +2M = —Uz +2UC
m, +m,
W réownaniach (4.18) 1 (4.19) predkosc
__mU, +m,0
O, = —lml " m2 2 (4.20)
1 2

okresla stala, zgodnie z prawem zachowania pgdu (4.12), predkos¢ srodka mas dwoch
zderzajacych si¢ cial w wybranym (laboratoryjnym) uktadzie odniesienia.

Jezeli m;, =m, =m, ze wzoru (4.20) mamy

om0, +m,0, 1 _
0. =—1—22=-(0,+0,) . 421
= Ty 0) (421)

A zatem ze wzorow (4.18) 1(4.19) otrzymujemy:

o =0,, 0,=0,, (4.22)

czyli dwa ciata o jednakowej masie po zderzeniu sprezystym zamieniaja si¢ predkosciami.

Czasami dogodnie jest rozwazaé zderzenia czastek w uktadzie odniesienia, w ktérym

srodek mas spoczywa (O, =0). Taki uklad odniesienia nazywamy ukfadem srodka mas. W

tym uktadzie, zgodnie ze wzorami (4.18) 1 (4.19) mamy
o =-0,, 0,=-0,. (4.23)

A zatem w uktadzie $rodka mas po zderzeniu sprezystym predkosci czastek zmieniaja swoje

kierunki.
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Moment pedu i moment sily. Rownanie ruchu obrotowego.

Prawo zachowania momentu pedu.

Waznymi charakterystykami ruchu obrotowego ciata materialnego sa moment pedu
oraz moment sily. Moment pedu punktu materialnego wzgledem poczatku uktadu

wspotrzednych okresla wzor
L=[Fxp]. (4.24)

Roézniczkujac wzor (4.24) wzgledem czasu 1 korzystajac z drugiej zasady Newtona

otrzymujemy nastgpujace rownanie ruchu dla wektora momentu pedu

dL _ . di .. __ _dp. .. =
e xpl+[FrxE=[Fx F]. 4.25
" [dt pl+[r dt] [F % F] (4.25)
Wielkos¢
M =[F x F] (4.26)

nazywamy momentem Sity.
Po podstawieniu (4.26) do wzoru (4.25) otrzymujemy rownanie okreslajace zmiany w

czasie momentu pedu

a_ (4.27)

Réwnanie (4.27) jest podstawowym rdéwnaniem opisujacym ruch obrotowy i nosi nazwe
rownania ruchu obrotowego.

Ze wzoru (4.26) wynika, ze jezeli sita dzialajaca na punkt materialny jest sita centralna
F=k[F, (4.28)
gdzie k = f(x,y,z) jest skalarng funkcja wspoirzednych punktu, to

9L 7 x7=0,
dt

skad

L =const - (4.29)

46



Ze wzoru (4.29) wynika wigc, ze jezeli na punkt materialny dziata sita centralna (albo suma sit
dziatajacych na punkt jest rowna zero F =(), to moment pedu jest wielkoscia zachowana
(statq).

Rotacja punktu materialnego dookola nieruchomej osi

Przy obrocie punktu materialnego dookota osi, gdy punkt zatacza okrgg, wektor
predkosci chwilowej U oraz wektor wodzacy 7 punktu materialnego sa zawsze wzajemnie

prostopadle, a zatem ze wzoru (4.24) otrzymujemy:

L|=mo G . (4.30)

Predkos¢ liniowa U jest zwigzana z predkoscia katowa, jak widzielismy na Wykladzie 1,

wzorem:
V=wlt . (4.31)
Po podstawieniu (4.31) do (4.30) znajdujemy:

L= L=mob? =mp G° (4.32)

Ruch w polu sil centralnych

Dla sily centralnej, tj dla sily F = f(x,y,z)F, tor punktu materialnego znajduje sie

zawsze w plaszczyznie. Udowodnimy to twierdzenie.

Dla sity centralnej moment pedu jest catka ruchu
L=[Fxp]=const . (4.33)
Mnozac (4.33) skalarnie przez 7 otrzymujemy
(LF)=[Fxp]F =0 . (4.34)
Ze wzoru (4.34) wynika, ze wektor 7 jest zawsze prostopadly do 7 . Poniewaz, zgodnie z
(4.33) dla sit centralnych wektor 7 ma staly kierunek, to wiec wektor 7(f) bedzie zawsze
znajdowat si¢ w plaszczyznie prostopadtej do wektora [ .

Z uwzglednieniem wzoru (4.32) prawo zachowania momentu pedu dla sit centralnych

przyjmuje postaé

L=mr’¢ =const . (4.35)
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Prawo zachowania (4.35) ma prosta interpretacje geometryczna. Rozwazmy punkt materialny,
ktory za okres czasu #,+dt przechodzi od punktu P do punktu Q. Jezeli dt jest bardzo

matym to pole powierzchni trojkata OPQ bedzie polem, ktore zakresla wektor 7 w chwili df .

Rys.4.1. Predkos¢ polowa

Pole tego trojkata wynosi:
do = %(OP) W{PO)

= %r[r Bin(dg)] = %rzd(p

Skad

do

1,
40 _ 1 2y 4.36
2 ¢ (4.36)

Wielkos¢ do/dt nazywamy predkosciq polowq (albo wycinkowq sektorowq).

Przez predkos¢ polowa wzoér (4.36) mozemy zapisa¢ w postaci

L=2m do =const . (4.37)
dt
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Ze wzoru (4.37) wynika, ze dla sit centralnych, predkosc¢ polowa (sektorowa) jest catkq ruchu.

Innymi stowy - wektor wodzacy punktu zakresla rowne pola w tych samych odcinkach czasu.
Prawa Keplera. Prawa rzadzace ruchem planet

Przykladem sily centralnej jest sita grawitacyjna. Prawa, ktore rzadza ruchem planet,

ustanowit Kepler analizujac do§wiadczalne dane dotyczace obserwacji ruchu planet w latach
1609-1619. Te prawa mowia, ze:

1. Kazda planeta porusza si¢ po elipsie, w ktorej w jednym z ognisk znajduje sie
Stonce,

M(x,y)

)
D

/ ’
2544 9

e I

Rys.4.2 Elipsa

Elipsa nazywamy taka zamknigta krzywa na ptaszczyznie, dla ktorej suma odlegtosci od

dwoch punktow F; i F,, ktore nazywamy ogniskami, do dowolnego punktu M jest
wielkoscia stal (rys.4.2):

FM+F,M=2a . (4.38)
Roéwnanie elipsy ma postac:

a|><
(58] [3%)
+
®|‘<
8] (%)
I
—

(4.39)
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2. Predkos¢ polowa wzgledem Stonca kazdej planety jest stata (oczywiscie dla
roznych planet predkosci bedq rozne).

3. lloraz kwadratow okresow obiegu poszczegolnych planet i szescianow wielkiej
polosi (T'/a’) jest staly i dla wszystkich planet jednakowy.

Prawo drugie Keplera udowodnilismy wyzej. Udowodnienie prawa pierwszego i
trzeciego wymaga trochg zaawansowanej matematyki.

Nie wszystkie ciala niebieski poruszaja si¢ po elipsom. Na przyktad komety poruszaja
si¢ po hiperbole lub parabole (okreslenie tych krzywych podajemy po6zniej). Nie rozwiazujac
rownan ruchu, rozwazmy ruch planet w polu grawitacyjnym duzej gwiazdy (na przyktad
Stonca), korzystajac tylko z wielkosci, ktore sa stale. Dla ukladu zamknigtego
(odosobnionego) planeta + Stonce wielkosciami statymi sa energia uktadu i moment pedu (sita

grawitacyjna jest sita centralng). Wzor na energig takiego uktadu ma postac:

v’ mIM

E=T+U= m2 -G = const . (4.40)
r

Tu m jest masa planety, a M jest masa Stonca. We wzorze (4.40) odrzucilismy energia
kinetyczna Stonca poniewaz zwykle M >>m i powolny ruch Stonca dookota srodka mas
uktadu mozemy zaniedbac.

Oprocz statej energii taki uktad ma jeszcze jedna catke ruchu - moment pedu, okreslony
wzorem (4.35). Niech w okreslonej chwili planeta znajduje si¢ w punkcie A4 (rys.4.3).
Wprowadzmy jednostkowy wektor €, skierowany od centrum sity grawitacyjnej (od Stonca)

ku punktowi 4. Wtedy wektor wodzacy planety mozemy zapisa¢ w postaci:

F=ris, . (4.41)

r

Jednostkowy wektor €, nie jest wektorem stalym i zmienia swoj kierunek wraz ze zmiana
potozenia planety na orbicie.

Wektor predkosci chwilowej planety znajdujemy rézniczkujac wzor (4.41) wzgledem

czasu.:
5=F _drg e (4.42)
t dt dt
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Zeby znalez¢ wektor de, / dt wprowadzmy jednostkowy wektor €,, prostopadty do wektora

é. (rys.4.3) i zapiszmy wektory €, i €, przez wspdhrzedne w nieruchomym ukladzie

kartezjanskim (rys.4.3):

e, =cosdpé +sindp & (4.43)
€, =—sind & +cosdp[&, (4.44)

We wzorach (4.43) i (4.44) wektory €, i €, sa jednostkowymi nieruchomymi wektorami a

zatem

deé do . do
—~L=——Tginpl& +—cosd & =wl&, . 4.45
dt dt oLz, dt oLz, ¢ (4.43)

Rys.4.3

Tu skorzystaliSmy ze wzoru (4.44) oraz ze wzorow

dcos@(t) __d

¢ .
% _dt sing | (4.46)
dsing(t) _ dg
— cos@ L. (4.47)
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Po podstawieniu (4.45) do wzoru (4.42), znajdujemy

0z%=f@,+r¢@¢. (4.48)

Ze wzoru (4.48) wynika, ze w przypadku krzywoliniowego ruchu predkos$¢ zawiera
dwa sktadniki:

cl
1

B, (4.49)
oraz
U, =19 L&, . (4.49b)

Korzystajac ze wzorow (4.49a) i (4.49b) tatwo znalez¢é moment pedu planety wzgledem
poczatku uktadu

L= [17 me)] =mr Ehér X (,} (&, +rd (&, )] = mr2¢lér ><E¢] =mr’¢ @, . (4.50)
Poniewaz jednostkowe wektory €, i €, sa wzajemnie prostopadte fatwo znalez¢:
Vv =O0W)=v]+u, =i+ P (4.51)

Podstawiajac (4.51) do wzoru (4.40), otrzymujemy:

E:lmuz—Gmw:lmf2+lmr2@52—Gmw. (4.52)
2 r 2 2 r
Biorac pod uwage wzor (4.50), wzor (4.52) mozemy zapisa¢ w postaci
2
E=Lp e L _ e y— (4.53)
2 2mr r
Wprowadzajac efektywnq energie potencjalng
L m M
U,(r)= -G , 4.54
ef( ) 2]’]’""2 r ( )
wzor (4.53) mozemy zapisa¢ w postaci
_1 o _
E —Emr +U,(r) =const . (4.55)
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We wzorze (4.54) wyraz [*/2mr® nazywa sie odsrodkowq energiq potencjalng. Wykres
funkcji okreslajacej efektywna energig potencjalna

kL
Uu,(r)y=——+
o (1) ro 2mr’

(4.56)

ma postac przedstawiona na rys.4.4. We wzorze (4.56) k = GmM .

Rys.4.4. Zaleznos¢ U, (r) .

Funkcja (4.56) ma minimum gdy
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dUef _ k _ Lz —
T2 3 0,
dr re mr
czyli przy
2
r, = kLBn . (4.57)
Jezeli ¥ =, ze wzoru (IV.56) otrzymujemy
_k
U )min = =5, < 0. (4.58)

Z rys.4.4 wynika, ze jezeli (E—~U, )20 ruch planety zachodzi w obszarze ograniczonym (
Foin SV <o), Z wykresu funkcji U, (1) widaé, ze tor punktu bedzie ograniczonym w
przestrzeni przy E <O0.

Poniewaz E=T7T+U, a T jest zawsze wielko$cia dodatniej, to ograniczonemu w

przestrzenie ruchowi ( £ <0) odpowiadaja przypadki, dla ktorych
T<U| . (4.59)
Torem planety w tym przypadku bedzie elipsa.

Jezeli £ >0, z rys.4.4 widaé, ze ruch czastki zachodzi w nieograniczonym obszarze

(rzr,,). W tym przypadku 7 > |U , czyli energia kinetyczna czastki przewyzsza energig

potencjalna. Torem planety w tym przypadku bedzie lewa gatqz hiperboli (rys.4.5). Hiperbolq
nazywamy taka nie zamknigta krzywa na plaszczyznie, dla ktorej bezwzgledna roznica
odlegtosci od dwoch punktow F; i F,, ktore nazywamy ogniskami, do dowolnego punktu M

jest wielkoScia stata (rys.4.5):

FM-F,M =2a . (4.60)
Roéwnanie hiperboli ma postac:
x2 y2 B
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Rys.4.5. Hiperbola

x =

kiequica

sy

Rys.4.6. Parabola
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A wigc torem ciata niebieskiego w polu grawitacyjnym gwiazdy bedzie:

1. hiperbola , jezeli £ = O |3 clipsa, jezli O = E = (U _,)

min

2-parab01aa _]ezeh E =0 4. Okreg, Jezell E = (Ue/ )min

Przypadek g < (I nie realizuje sig, poniewaz wtedy r_r; =52 /9 <(-
e min ef

Predkosci kosmiczne

Rozwazmy statek kosmiczny o masie 7 i predkosci U, ktéry porusza si¢ w polu
grawitacyjnym Ziemi. Tu U jest ta predkos¢, ktora otrzymal statek po wylaczeniu silnika.
Bedziemy rozwazali ruch statku w poblizu powierzchni Ziemi, a zatem zaniedbujemy
grawitacyjnymi oddzialywaniami na statek Stonca oraz innych planet, ktore znajduja si¢ dos¢

daleko od statku. Catkowita energia statku w pole grawitacyjnym Ziemi wynosi:

E=lmpr-gmM (4.64)
2 r
Poniewaz waga statku, w dobrym przyblizeniu, jest réwna
(M
P=mg=G1>, (4.65)
r
gdzie & jest przyspieszeniem grawitacyjnym Ziemi, ze wzoru (4.65) otrzymujemy
M
G = e (4.66)
r
A zatem dla energii statku mozemy zapisac
1
EZEmU -mg Lf . (4.67)

Wyzej widzieliSmy, ze ruch ciala w polu grawitacyjnym bedzie odbywat si¢ po elipsie, jezeli
E <0. Dla orbity kotowej

== (4.68)

N | =

Skad otrzymujemy

v, =rlk . (4.69)
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A zatem jezeli predkos$¢ statku bedzie mniejsza niz U,, to statek kosmiczny pozostanie na
orbicie okotoziemskiej jako sztuczna satelita. Latwo oszacowac predkos¢ U, zakladajac, ze r

pokrywa sie z promieniem Ziemi (7 = 6.4 [10° m). Wtedy
L, =V6.400° 9.8 m/s=6400° m/s=8 km/s . (4.70)

Predko$¢ U, nosi nazwg pierwszej predkosci kosmicznej.

Drugq predkosciq kosmiczng nazywamy minimalng predkos¢, jaka musi mie¢ statek,
aby moéglby pokonaé przyciaganie ziemskie i sta¢ si¢ sztuczna satelita Stonca. Oszacujemy ta
predkosé. Wyzej widzieliSmy, ze ruch ciata w polu grawitacyjnym bgdzie nie ograniczony, jezeli

E=0.Jesli £=0, ze wzoru (4.67) otrzymujemy
U, =42rlg =14W, =112 km/s . (4.71)

Trzeciq predkosciq kosmicznq nazywamy minimalng predkos¢, jaka nalezy nadac
startujacemu z Ziemi statkowi aby mogt on pokonaé przyciaganie Stonca i opusci¢ uktad

Stoneczny. Dla oszacowania tej predkosci skorzystamy ze wzoru (4.64). Jesli £ =0, ze wzoru

v, = 2GELs (4.72)
r

Biorac pod uwage, iz stala grawitacyjna G =6.67007" m’/kg3*, a masa Slofica

(4.64) otrzymujemy

Mg =19700" kg, oraz przyjmujac ze r jest promieniem orbity Ziemi dookota Stofica (

r=R, =1.500" m), ze wzoru (4.72) otrzymujemy

-11 30
v, :,/2GEMS =\/2E6'67D0 19700 _ 4 0m0* mis=42 km/s . (4.73)
r

1.500"
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