Wyklad 3

Dynamika ukladu punktow materialnych

Sily zewnetrzne i wewnetrzne. Srodek masy

W uktadzie punktow materialnych sity dzialajace na punkty dogodnie jest podzieli¢ na
sity wewnetrzne 1 sily zewnetrzne. Sily wewnetrzne sq to sily dziatajqce miedzy punktami
uktadu. Sily zewnetrzne sq to sity, ktore pochodzq nie od czqstek (punktow) uktadu. Sa to sily
innych ciat, albo pdl fizycznych, ktore dziataja na punkty uktadu. A wigc sile, ktora dziata na i -

ty punkt uktadu mozemy zapisa¢ w postaci

F; :F;zew +ﬁ;wew , (31)

gdzie F™ - wypadkowa zewnetrzna sila, dzialajaca na i-ty punkt, a F"* - wypadkowa

wewngtrzna sita, ktora jest suma wektorowa sit pochodzacych od oddziatywania z pozostalymi

punktami uktadu

F=%F, (3.2)

i%j

Tu F " - sila dziatajaca na i-ty punkt ze strony punktu J -tego.

Wielu informacji o zachowaniu si¢ ukladu punktéw materialnych mozemy uzyska¢ na

podstawie rozwazania ruchu srodka masy.

Niech #,7,...,7y beda wektorami wodzacymi punktéw materialnych o masach

my,m,,...,my . Srodkiem masy uktadu nazywa si¢ punkt C, ktérego potozenie w przestrzeni

okreslone jest wzorem

7= , (3.3)

Ruch Srodka masy. Prawo zachowania pedu dla ukladu punktow materialnych

Roéwnanie ruchu $rodka masy tatwo otrzymaé za pomoca réwnan ruchu dla poszczegolnych

punktow
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Sumujac rownania (3.4) otrzymujemy

mr. = F . (111.5)

—

Tu ™= Z M; _ masa calego uktadu, a F= z F, _ suma wszystkich sit dzialajacych na punkty

1

materialne uktadu.

Uwzgledniajac wzory (3.1) 1 (3.2) site ' mozemy zapisa¢ w postaci

F

%F}zew + ZF/;VQW . (3.6)

(=T =

Suma wszystkich sit wewngtrznych, zgodnie z trzecim prawem Newtona (13,7 =-F i), Jest

rOwna zeru, poniewaz

> (F+F)=0. (3.7)
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Z uwzglednieniem (3.7), rownanie ruchu dla §rodka masy przyjmuje postac
mr.. = F*" (3.8)

Chociaz w rownaniu (3.8) mamy tylko sily zewnetrzne, sity wewnetrzne w ogolnym przypadku
wphywajq rowniez na ruch Srodka mas. Wynika to z tego, ze w ogoOlnym przypadku

zewngtrzne sily zaleza od potozen oraz predkosci punktow ukladu 1 czasu, t
F*'=f (ﬁ,...,FN;ﬁ,...,?N;t). Jednak polozenia 1 predkosci punktow zmieniaja sig¢ (patrz
wzor (3.4)) zarowno pod wpltywem sit zewngtrznych jak 1 sit wewngtrznych. Powoduje to, ze
zmieniaja si¢ argumenty funkcji F = f (ﬁ,...,?N;ﬁ,...,?N;t), a wiec zmienia si¢ sila
zewnetrzna.

Szczegbdlne miejsce w mechanice zajmuja ukfady odosobnione (izolowany, zamkniete).

Uktad nazywamy zamknietym, jezeli mozna zaniedba¢ oddziatywaniem sit zewngtrznych z

punktami uktadu. Dla takiego ukladu F" =0, a wiec zgodnie z (3.8)

m7'7'c :f’c =0, skad I3C =const . 3.9
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Tu Fo=mic = Zﬁi =P jest pedem $rodka masy, a p- wypadkowym pedem ukladu. Ze

wzoru (3.9) wynika, ze w przypadku uktadu odosobnionego, §rodek masy porusza si¢ ruchem
jednostajnym 1 prostoliniowym. Sity wewnetrzne nie moga zmieni¢ predkosci srodka masy
uktadu. A wigc ped srodka masy uktadu izolowanego jest statym albo jest catka ruchu. Prawo

to nazywamy prawem zachowania pedu uktadu odosobnionego.
Zagadnienie dwoch cial. Masa zredukowana

Przez zagadnienie dwoch cial rozumie si¢ zwykle zagadnienie o ruchu dwoch

wzajemnie oddziatujacych punktow materialnych. Rozwazmy ruch dwoch ciat o masach m, i

m, 1 przypusémy, ze sita oddzialywania dwoch punktow 1?,7 (|I7I —172|) zalezy tylko od
odlegtosci migdzy punktami.

Poniewaz uktad dwoch cial jest zamknigtym, zgodnie z (3.9) ped srodka masy uktadu
jest calka ruchu, a wigc $rodek masy porusza si¢ wzgledem uktadu inercjalnego K ruchem
jednostajnym i prostoliniowym i

P. =m0, =m0,, + m,0,, =const . (3.10)

Tu m=m, +m,; O, - predkosé srodka mas; U, i U,, - predkosci poczatkowe odpowiednich
punktow.

Ze wzoru (3.10) wynika, ze wektor okreslajacy potozenie srodka masy wynosi

Te =Tco YUt

: (3.11)

gdzie 7, - wektor okreslajacy polozenie §rodka mas w poczatkowej chwili.

Rozpatrzmy teraz ruch punktéw wzgledem uktadu K/, w ktorym $rodek mas znajduje
si¢ w spoczynku i w poczatku uktadu odniesienia K’ . Uktady odniesienia K i K’ sa uktadami
inercjalnymi. Z rysunku 3.1 wynika, ze

REr T (3.12)
gdzie 7; - wektor wodzacy i -tego punktu w ukladzie K , 7, - wektor wodzacy $rodka masy.

7' - wektor wodzacy i -tego punktu w uktadzie K’, w ktorym srodek masy spoczywa.

7 zasady wzgledno$ci Galileusza wynika, ze roOwnania ruchu w uktadzie XK' musza

mie¢ taka sama postac jak rownania ruchu w ukladzie K, czyli
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m# =F, (7 -7, (3.13a)
myr = Fy (7 =7 . (3.13b)

Ze wzoru (3.12) mamy: m,7; +m,7, =(m7 +m,7 )+ (m, +m,)7. . Skad, uwzgledniajac, ze

e =(m# +myr,)/(m; +m,), otrzymujemy

m;i +m,r) =0 . (3.14)
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Rys.3.1. Ruch dwoch ciat.

Ze wzoru (3.14) wynika, ze potozenia punktéw 1 i 2 w ukladzie K’ nie sa niezalezne.
Wprowadzajac wektor 7 =7 —7, =7, —7', wyznaczajacy wzgledne potozenie punktow i

biorac pod uwage (3.14) znajdujemy, ze

p=-lay g2ty 3.15
n = r, r, = ro. ( . )
m m

Na podstawie zwiazkow (3.15) mozemy rozdzieli¢ zmienne w réwnaniach (3.13). Mnozac

roOwnanie (3.13a) przez m,, a rdwnanie (3.13b) przez m, 1 biorac pod uwagg, iz zgodnie z

trzecim prawem Newtona F,, = —F,,, mozemy sprowadzi¢ uktad dwoch réwnan do jednego

rOwnania
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wr=Fy () (3.16)

gdzie

_ mm,
—m1 o, (3.17)

nosi nazwe masy zredukowanej.
Zatem zagadnienie dwoch cial sprowadzone zostato do rownowaznego zagadnienia o
ruchu punktu materialnego o masie zredukowanej H i wektorze wodzqcym ¥ w polu sit o
symetrii kulistej z nieruchomym centrum sily umieszczonym w srodku masy uktadu dwoch
punktow.
Praca sil a energia kinetyczna

Rozwazmy ruch punktu materialnego pod wptywem sity . Niech wskutek dziatania

tej sity punkt przemieszcza sie¢ wzdhuz krzywej ¢(A4B) (rys.3.2).

B

c(4, B)

W

Rys.3.2 Praca sily

Podzielmy ta krzywa na bardzo male przedzialy As;, takie, aby sita F miata prawie

statg warto$¢ i kierunek na tym przedziale.
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Pracq sity 131 podczas przesuniecia punktu materialnego o As; nazywa sie iloczyn
skalarny dwu wektorow F, i AS:
D, = (F, [05)) =|F| (b5, GGosar, . (3.18)

Jezeli zsumujemy wszystkie prace elementarne (3.18)

iAA,. = Z(F“ [, (3.19)

i=1

i obliczmy granice tej sumy przy As; - 0 oraz 7 — @ to otrzymujemy wielko$¢, ktora w

matematyce nazywa si¢ catkq krzywoliniowq (catka po tuku krzywej):

A=1im Y A4 = lim § (F [A5,) = Iﬁ Cdls (3.20)
Z;T.fo = ETO = c(4B)

Calka (3.20) wyznacza catkowita prace sity F podczas przemieszczenia punktu wzdiuz
krzywej c(AB) .
W uktadzie jednostek SI prace mierzymy w dzulach. 1 J (dzul)= 1 N (niuton) m (metr).

Kazda praca jest wykonana za jaki$ czas. Przedziat

P=lim—=—"= (3.21)

nazywa si¢ mocq chwilowa zrodta sity, ktora wykonuje ta prace.
W uktadzie SI jednostka mocy jest wat. 1 W (wat) =1 J (dzul)/ 1 s (sekunda).
Korzystajac ze wzoru (3.20) oraz drugiej zasady mechaniki dla pracy dowolnej sity F

mozemy zapisac

B B = B
A:Iﬁmgzmj’@d;:mjdoad—g. (3.22)
) ) dt ) dt
Biorac pod uwagg, ze
__ds
o=—,
dt

otrzymujemy
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B B
A=m[v Dﬂﬁz%fd(uz)zémuz 2 (3.23)
A A

Jezeli wprowadzi¢ wielko$¢

~
I

mu’ (3.24)

N | —
N | —

wzor (3.23) mozemy zapisa¢ w postaci
A=Tt,)-T(,) . (3.25)

Wielkosé T =mu?/2 nazywa si¢ energiq kinetyczng punktu materialnego. A wice widzimy, ze
praca wykonana przez sile F jest rowna roznice energii kinetycznych w koncowym (¢ =t,) i
poczatkowym (¢ =¢,) punkcie. Praca moze by¢ dodatnia albo ujemna.

Jezeli na punkt materialny nie dziata sita, to 4 =0 a zatem

T(t,)=T(t,) . (3.26)

Zadanie: Rozwazmy dwa inercjalne uktady odniesienia K i K’ i niech uktad K’

porusza si¢ wzgledem ukladu K ze stala predkoscia U,. Poruszajacy si¢ w przestrzeni punkt

materialny ma w okreslonej chwili w uktadzie K’ predko$¢ §’. Znalez¢ energie kinetyczna
punktu materialnego w ukladzie K .
Rozwiazanie: Zgodnie z prawem dodawania predkosci w mechanice nie

relatywistycznej, predkos¢ punktu materialnego w uktadzie K jest rowna:
0=0+0, .
A zatem energia kinetyczna punktu w uktadzie K wynosi:

T:%uz :%(Uﬁ]}):%[(u/)z +2(0" W) +v21=T" +(p’ W0)+%mu(§.

m
Tu T' = E(U/)Z - energia kinetyczna punktu materialnego w ukfadzie odniesienia K,

p' =m0’ - ped punktu w tym ukladzie.
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Sily zachowawcze i nie zachowawcze

Wszystkie istniejace sity mozemy podzieli¢ na sily zachowawcze 1 sily nie
zachowawcze. Sifa jest zachowawcza, jezeli praca, ktorq wykonuje ta sila nad punktem
materialnym poruszajqcym sie po zamknietemu toru rowna sie zeru. Wigc dla sily

zachowawczej zachodzi:

A=fﬁ r =0 | (3.27)

Zadanie: udowodnimy, Ze sita grawitacyjna jest sita konserwatywna.

Rozwiazanie: Obliczmy pracg sily grawitacyjnej po przemieszczeniu punktu
materialnego o masie 7 z wysoko$ci /, do wysokosci s, wzdtuz prostej AB (rys. 3.3).
Praca sity grawitacyjnej wzdluz prostej 4B wynosi

A, = J'F“ Ldr = Imgcosa Cdr
B B (3.28)

=mg [(AB L¢osa) = mg(h, —h,)

Rys.3.3. Obliczanie pracy sity grawitacyjnej

Ze wzoru (3.28) wynika, Ze praca sily grawitacyjnej zalezy tylko od r6znicy wysokosci,
a zatem wzdtuz prostej AC (rys.3.3) praca sity grawitacyjnej bedzie taka sama.
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Zgodnie z (3.28), gdy rozwazamy odwrotny ruch punktu materialnego z wysokosci #,

do wysokosci A, wzdtuz dowolnej krzywej praca sity grawitacyjnej wynosi:

4y = J.ﬁ Ldlr = mg(h, —h)=-4,, (3.29)
B

A zatem praca sity grawitacyjnej wzdtuz dowolnej drogi zamknigtej jest rowna zeru

A=§FLli = (Fr+ (FLF = A, + A, =0 330
jrur= [rrars | , (3:30)

a wigc udowodnilismy iz sita grawitacyjna jest sita zachowawcza.
Dla sil nie zachowawczych praca nad punktem materialnym poruszajacym si¢ wzdtuz

zamknigtego toru nie jest rowna zeru. Przyktadem sily nie zachowawczej jest sifa tarcia.
Sily potencjalne. Energia potencjalna. Prawo zachowania energii.

Ze wzoru (3.24) widzimy, ze dla tego zeby obliczy¢ energi¢ kinetyczng musimy
wiedzie¢ zalezno$¢ wektora 7 od czasu, tj. musimy zna¢ rozwigzanie rOwnania ruchu. Jednak
dla szerokiej klasy sit mozna obliczy¢ zmiang energii kinetycznej nie rozwiazujac rownan
ruchu. Takimi sitami sg sify potencjalne.

Sil¢ nazywamy sitq potencjalng, jezeli mozemy przedstawiC sil¢ w postaci

ﬁ:_[aU(x,y,Z)éx+0U(x,y,2)~ oU(x,y,2)

=-0U(x, y,
™ 5 % 21 (x,y,2) ,  (3.31)

gdzie wielkos¢

= 6 0. . 0.
O=—e +—e +—e,
0 dy = 0z

nosi nazwe operatora gradientu.

Wigc dla sily potencjalnej, sita moze by¢ zawsze wyrazona za pomoca gradientu pewnej
skalarnej funkcji wspotrzednych punktu U(x, y,z).
Jezeli sita F jest sita potencjalna, to dla pracy 4 tej sity otrzymujemy

:J— 7 = I(O_Ud +%—Sd +%—Ud)——J'dU Ut)-Ut,) .  (3.32)
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Zatem praca wykonywana przez sil¢ potencjalng rdwna si¢ roznice migdzy wartoscia funkcji
potencjalnej U(x,y,z) w polozeniach poczatkowym i koncowym punktu materialnego. Praca
ta, jak widac z (3.32), nie zalezy od ksztattu toru, po ktérym porusza si¢ punkt, a zatem jezeli
poczatkowy i koncowy punkty pokrywaja si¢ to praca sily potencjalnej jest rowna zeru. Wiec
sita potencjalna jest sita zachowawcza.
Funkcja skalarna U (x, y,z) nazywa sie energiq potencjalng punktu materialnego.
Z poréwnania (3.25) 1 (3.32) otrzymujemy
T(tz)_T(tl):U(tl)_U(tz) > (3.33)

skad

E=T@t)+U()=T(,)+U(t,) =const . (3.34)
Wzoér (3.34) wyraza prawo zachowania catkowitej energii punktu materialnego. Prawo to
umozliwia w niektorych przypadkach sit potencjalnych nie rozwiazujac réwnan ruchu obliczy¢
tor punktu materialnego.

Nie wszystkie sily sa sitami potencjalnymi, a zatem nie dla wszystkich sit jest stusznym

pojecie energii potencjalnej. Przyktadem sity nie potencjalnej jest sifa tarcia.
Sily centralne

Potencjalne a wigc zachowawcze sa sily centralne. Sita centralna jest to sita dzialajaca

wzdhuz prostej taczacej punkt materialny i pewien nieruchomy punkt, zwany centrum sity:
F=f(xy2)F, (3.35)

gdzie f(x,y,z) jest skalarng funkcja wspotrzednych punktu.
Z sita postaci (3.35) czesto spotykamy si¢ w fizyce. Przykladami takiej sily sa sila

grawitacji oraz sita Coulomba, ktére mozemy zapisa¢ w postaci:

-k
F = = F (3.36)
Dla sity grawitacyjnej:
k=Gmm, . (3.37)
Dla sity Coulomba:
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9.9, . (3.38)

Rys.3.4 Obliczanie pracy sily centralnej

Znajdziemy dla sity postaci (3.36) funkcje potencjalna (energia potencjalna) U(x, ,z).
Praca sily (3.36) wzdluz krzywej AB (rys.3.4) wynosi

A, = F U5 = (|F|cosa Us 3.39
[Fs = |7 . (339)
Biorac pod uwagg, iz (rys.3.4)
ds[¢osa Udr , (3.40)
oraz
=k
‘F‘ =, (3.41)
r

ze wzoru (3.39) otrzymujemy:
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Tu skorzystalismy ze wzoru

ar_af-1F (3.43)
0rC

r

Z pordéwnania wzorow (3.32) i (3.42) widzimy, ze dla sity postaci (3.36) funkcja potencjalna

(energia potencjalna) U(x,y,z) jest rowna:

k

k _
Ux,y,2) == S (3.44)
r X"ty 4z

Energia potencjalna jest funkcja wspotrzednych punktu materialnego i jest okreslona z

doktadnoscia do statej, poniewaz zgodnie z (3.32)
FUF =-dU(r)=—-d[U(r)+C], (3.45)
gdzie C jest dowolna stata.

Pole grawitacyjne

Ze wzoru na silg grawitacyjna

F (3.46)

wynika, Ze sita przyciagania, ktora dziala ze strony masy M na cialo o masie 7 jest wprost

proporcjonalna do tej masy:

B!
I
3
St

(3.47)

gdzie:

F | (3.48)

|
\w|§

Wektor E okreéla site przyciagania, ktora dziata ze strony masy M na cialo o dowolnej
masie. Dhugo$¢ tego wektora zalezy tylko od masy M zrédia sity grawitacyjnej oraz od

potozenia 7 punktu w przestrzeni. Wigc jezeli mamy zrodto sily grawitacyjnej o masie M ,
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mozemy dla kazdego punktu o wektorze wodzacym 7 obliczy¢, zgodnie ze wzorem (3.48),
wektor E. Okreslony w taki sposob zbior wektorow E w kazdym punkcie przestrzeni

nazywamy polem grawitacyjnym. Moéwimy, ze cialo o masie M jest zrodlem wektorowego

pola grawitacyjnego. Wektor E(7) nosi nazwe natezenia pola grawitacyjnego. Zgodnie ze

wzorem (3.47) dla tego, zeby sprawdzi¢ czy istnieje w przestrzeni pole grawitacyjne musimy
wziac probne ciato o masie 7 1zobaczy¢ co si¢ dzieje si¢ s tym probnym ciatem.
Sita grawitacyjna, jak wiemy jest sila potencjalna. Dla sily potencjalnej mozemy

wprowadzi¢ energi¢ potencjalna. W podobny sposéb dla pola wektorowego sity grawitacyjnej
mozemy dla kazdego punktu przestrzeni, zamiast wektora natezenia pola E(7), wprowadzi¢
skalarna funkcje zwana potencjatem pola grawitacyjnego @(7¥). Ze wzoru (3.44) tatwo
widzie¢, ze

U(x,y,2) _ GIM

P(x,y,2) = - N (3.49)
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