Wyklad 12

Rozklady statystyczne

Elementy teorii prawdopodobienstwa

Rozwazmy gaz w stanie rownowagi termodynamicznej zawierajacej N jednakowych
czastek. Zaktadamy, ze N jest duza liczba (w jezyku matematycznym oznacza to, ze N — ).
Niech jaka§ wielkos$¢ x, okreslajaca stan molekuty, moze przyjmowaé wartosci dyskretne:
XXz ... . Jezeli udatoby si¢ zmierzy¢ jednoczesnie wartosci x dla wszystkich molekul, to
wtedy otrzymaliSmy, ze N, czastek gazu maja wartos¢ x;, N. czastek - warto$¢ x., ..., NV
czastek maja warto$¢ x;. Prawdopodobienstwem P(x;) tego, ze wielkos¢ x dla dowolnej

molekuty jest rowna x; , nazywamy wartos¢ utamka

P(x,) =% . (12.1)

Poniewaz Z N =N, suma wszystkich prawdopodobienstw musi spelnia¢ warunek

Zp(xl.):¥:1 : (12.2)

Zbidr warto$ci P(x;) nazywamy rozkladem prawdopodobienstwa (dyskretnym,).

Przypus$émy, ze oprocz wielkosci x, stan kazdej czastki okresla tez wielko$¢ y, ktora
moze przyjmowaé¢ wartosci y.,y,, ... . Przypusémy, ze jednoczesnie N, czastek gazu maja

warto$¢ y;, N czastek - warto$¢ ys, ..., N . czastek maja warto$¢ yi.. Wtedy, zgodnie z (12.1)

prawdopodobienstwo P(yy) tego, ze wielkos¢ y dla dowolnej czastki jest rowna y, wynosi

P(y,) =k (12.3)

Kazda molekuta ma teraz okre§lone wartosci x 1 y. Znajdziemy prawdopodobienstwo P(x;,vx)
tego, ze czastka gazu ma jednocze$nie warto$¢ x; wielkosci x oraz wartos¢ y, wielkosci y. Ze
wzoru (12.1) wynika, ze warto$¢ x; maja N; = N P(x;) czastek. Jezeli kazda z tych czastek

moze mie¢ dowolna wartos$¢ y, sposrod tych N; czastek, zgodnie z (12.3)

N (x;) =N, [P(y,) = NIP(x)P(y,) (12.4)
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czastek beda mialy wartos¢ yi. Dzielac (12.4) przez N znajdujemy szukane

prawdopodobienstwo
P(x;,y,) = P(x)P(y,) . (12.5)

Wzér (12.5) wyprowadziliSmy zakladajac, ze wartosci x; oraz y, ktore moga przyjmowac
odpowiednio wielkos$ci x 1 y sa niezalezne od siebie. Oznacza to, ze wartos¢ wielkosci y, ktora
moze przyjmowac czastka, nie zalezy od tego jaka warto$¢ x ma ta czastka. Takie wielko$ci
nazywamy wielkosciami niezaleznymi statystycznie. Ze wzoru (12.5) wynika, ze
prawdopodobienstwo zajscia jednoczesnie dwoch niezaleznych zdarzen jest rowne iloczynowi
zajscia poszczegolnych zdarzen.

W przypadku gdy wielkos$¢ x, okreslajaca stan molekuly, moze przyjmowaé wartosci
ciagte z przedziatu {a,b}, wprowadzamy pojgcie prawdopodobienstwa dP(x) tego, ze wielko$¢

x ma wartosci z przedzialu od x do x+dlx:
dP(x) = f(x)dx . (12.6)

Funkcja f(x) we wzorze (12.6) nosi nazwe gestosci rozktadu prawdopodobienstwa 1 spelnia

warunek

[dPG)=[f)dx=1. (12.7)

Wartoéé srednia dowolnej funkcji @(x) jest okreslona wzorem

(#(x)) =[N LP(x) = [¢(x) Lf (x)dx . (12.8)

Rozklad predkosci Maxwella

Kazdy gaz ma charakterystyczny rozktad predkosci czastek, ktéry zalezy od
temperatury 1 masy czastek gazu. Dla gazu zawierajacego N czasteczek rozkiad predkosci
czasteczek po raz pierwszy wyprowadzit angielski fizyk J.C.Maxwell. Rozktad Maxwella ma

postac

3 2
dP(v) =42 H v2%e ¥ du . (12.9)
RTT O
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Mnozac (12.9) przez N otrzymujemy liczbg czastek o predkosciach z przedziatu od v do
V+dv:

2
mu

3
AN(U) = N TP() = 4TvE-"_H 0% T du - (12.10)
(RT&T O

We wzorze (12.10) T jest temperatura bezwzgledna gazu, k - stala Boltzmana, m - masa

czasteczki.
Calkowita liczbg czasteczek mozemy zatem obliczy¢ dodajac (catkujac) liczby dla

poszczegolnych rézniczkowych przedziatow predkosci
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Rys.12.1. Rozktad Maxwella dla dwéch roznych temperatur.
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N :}dN(U) ,

Narys.12.1 przedstawiony jest rozktad Maxwella dla dwdch réznych temperatur.
Na rysunku tym <U> jest to predkos¢ Srednia czastek, <U2> - predkos¢ srednia kwadratowa
czastek, U, — predko$¢ najbardziej prawdopodobna. Prgdkosci te mozemy wyliczy¢

korzystajac ze wzoru (12.8) oraz z rozktadu Maxwella (12.9). Wyniki obliczen <U> i <U2> sa

nastgpujace:
- 8kT
v)=(vUPWL)=,— 12.11
)= fotapw) =75 (12.11)

n LS _3kT
(v >-£u Wpw) == (12.12)

Predkosci najbardziej prawdopodobnej U, odpowiada maksima funkcji (12.9). Wartos¢ U,

znajdziemy z warunku:

d 2 _LUZ _LUZ mU2

— (e ¥ )=¢ #T D - =0 . 12.13

& e ) Ez o @ (12.13)
Skad otrzymujemy:

_[2kT
v, = ‘/7 : (12.14)

Ze wzoru (12.12) wynika, ze ze wzrostem temperatury ro$nie predkos¢ srednia kwadratowa
czastek. Obszar predkosci jest teraz wigkszy. Poniewaz liczba czastek (pole pod krzywa) jest
stata wigc rozktad si¢ "rozplaszcza". Wzrost temperatury powoduje rowniez wzrost predkosci
czastek najbardziej prawdopodobnej. Wzrost wraz z temperatura, liczby czastek o
predkosciach wigkszych od danej thumaczy wiele zjawisk takich jak np. wzrost szybkosci
reakcji chemicznych towarzyszacych zwigkszeniu temperatury. Z réwnania widaé, ze rozktad

predkosci zalezy od masy czasteczek. Im mniejsza masa tym wigcej szybkich czasteczek (w

151



danej temperaturze). Dlatego wodor tatwiej ucieka z gérnych warstw atmosfery niz tlen czy
azot.

Funkcja (12.10) okresla rozktad predkosci czastek gazu. Ale tatwo otrzymaé wzor
okreslajacy rozklad energii kinetycznej czastek, korzystajac ze wzoru & =mu’ /2. Biorac

pod uwagg, iz

ze wzoru (12.10) znajdujemy

v 2 e £
dN(e) = N (kT)zeXpE—kTg/Edé‘. (12.15)

Jr

W rownaniu tym dN(€) jest liczba czastek o energiach kinetycznych z przedziatu od € do
E+de.

Procesy odwracalne i nieodwracalne

Procesy fizyczne mozemy podzieli¢ na procesy odwracalne i nieodwracalne. Zeby
zrozumie¢ réznicg migdzy tymi procesami, rozpatrzmy dwa krancowe przypadki.

1. Dwa naczynia, jeden z gazem, a drugi pusty, zostaly potaczone migdzy soba.
Wskutek dyfuzji czastek gaz szybko zajmie cata przestrzen dwoch naczyn. Proces odwrotny
zwiazany z powrotem wszystkich czastek gazu do jednego z naczyn nigdy nie zachodzi.

2. Tlok przesuwamy bardzo powoli, tak Ze ci$nienie i temperatura gazu sa w kazdej
chwili dobrze okreslone. Poniewaz zmiana jest niewielka to gaz szybko osiaga nowy stan
rownowagi. Mozemy ztozy¢ caty proces z ciagu takich matych przesuni¢¢ ttoka 1 wtedy
podczas calego procesu gaz jest bardzo blisko rownowagi. Jezeli bedziemy zmniejsza¢ nasze
zmiany to w granicy dojdziemy do procesu idealnego, w ktorym wszystkie stany posrednie
(pomigdzy poczatkowym i koncowym) sa stanami rownowagi.

Proces typu (1) nazywamy procesem nieodwracalnym a proces typu (2) procesem
odwracalnym.

Proces nazywamy odwracalnym gdy za pomocq bardzo malej (rozniczkowej) zmiany
otoczenia mozna wywotac proces odwrotny do niego tzn. przebiegajqcy po tej samej drodze w

przeciwnym kierunku.
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Cykl Carnota

Zmieniajac temperature, cisnienie albo objetos¢ gazu mozemy zmienia¢ stan gazu. W
skutek takich zmian gaz moze powroci¢ do swojego pierwotnego stanu réwnowagi. Taki
proces bedziemy nazywali procesem kotowym albo cyklem. Cykl moze by¢ odwracalnym albo
nicodwracalnym. Bardzo waznym cyklem odwracalnym jest cykl Carnota (rys.12.2). Cykl ten
wyznacza granic¢ naszych mozliwosci zamiany ciepta na praceg.

Stadium 1. Gaz znajduje si¢ w cylindrze w stanie rownowagi okreslonym parametrami
p1, Vi, Ty (rys.12.2 - punkt 4). Cylinder stawiamy na zbiorniku ciepla i pozwalamy, zeby gaz
rozprezyl si¢ izotermicznie do stanu p,, V>, T) (punkt B). Gaz pobiera ciepto Q, przez
podstawe cylindra.

Stadium 2. Cylinder stawiamy na izolujacej podstawce 1 pozwalamy na dalsze
rozpr¢zanie adiabatyczne gazu (np. zmniejszajac obcigzenie ttoka) do stanu p;, Vi, T,
(rys.12.2 - punkt C). Gaz wykonuje prace przy podnoszeniu ttoka i jego temperatura spada do
T..

Stadium 3. Cylinder stawiamy na (zimniejszym) zbiorniku (7;) i1 sprezamy gaz
izotermicznie do stanu p,, Vi, T (rys.12.2 - punkt D). Z gazu do zbiornika przechodzi ciepto

0.

Rys.12.2. Cykl Carnota
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Stadium 4. Cylinder stawiamy na izolujacej podstawce i sprezamy adiabatycznie do
stanu p,, V1, T} (punkt 4). Sily zewngtrzne wykonuja prace 1 temperatura gazu podnosi si¢ do
T..

Wypadkowa praca 4 wykonana przez uktad w czasie petnego cyklu jest opisana przez
powierzchni¢ zawarta wewnatrz krzywej 1,2,3,4. Wypadkowa ilo$¢ ciepta pobrana przez
uktad podczas jednego cyklu wynosi Q; - O,. Wypadkowa zmiana energii wewngtrznej
wynosi zero bo stan koncowy pokrywa si¢ z poczatkowym. Z pierwszej zasady

termodynamiki mamy wigc
A4=0,-0,.

Sprawnos¢ silnika, okre$lona jako stosunek wypadkowej pracy wykonanej przez silnik
podczas jednego cyklu do ciepta pobranego w czasie tego cyklu ze zbiornika o wyzszej

temperaturze, wynosi

:i — 0-0,
n 0, —Q1 . (12.16)

Znajdziemy sprawnos$¢ silnika Carnota, w ktérym jako roboczy gaz wystgpuje gaz
doskonaty. Na odcinku AB temperatura, a zatem energia wewngtrzna gazu nie zmienia sig.
Wtedy, z pierwszej zasady termodynamiki wynika, ze ciepto O, pobrane przez gaz musi by¢
rowne pracy 4,, ktora wykonuje gaz podnoszac tlok i1 rozprezajac od objetosci V; do objetosci

V.

v

O =4 =[pdV . (12.17)
"

Z rownania stanu gazy doskonalego mamy

- PRT (12.18)
P T .
gdzie n ilo$¢ moli gazu w objgtosci V.
Podstawiajac (12.18) do (12.17), znajdujemy
V- V- V-
- dV ; V.
O, =4, = (pdV =nRT, [~ =nRT, [d(InV) =nRT,In-% _  (12.19)
foor - oo m
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Podobnie, przy izotermicznym spr¢zaniu gazu wzdtuz krzywej CD praca A, ktéra wykonuje

tlok (czynnik zewnetrzny) jest rowna

v, v, Vs
4, = [ pdV = nRT, Id% = nRT, Id(ln V) = nRT, ln% <0 (12.20)
18 8

7, 3

Znak ujemny w (12.20) jest zwiazany z tym, ze V, < V5. W rownaniu (12.16) na sprawnos¢
silnika Q; 1 O, sa wartosci bezwzgledne ciepta, a zatem ciepto O, oddane gazem do zbiornika

wynosi

v
0, =|4,| = nRT, ln73>0 , (12.21)

4

Dzielac réwnania (12.21) i (12.19) stronami otrzymujemy

Q, _T, nVi/V,

0 T W IT (12.22)

Z rownania stanu gazy doskonatego (pV = nRT) dla odcinkéw izotermicznych AB 1 CD mamy

V
i p, Vi ps

Dla przemian adiabatycznych na odcinkach BC i D4 mozemy zapisa¢ (patrz wyktad 11)

pV =pVy, (12.24)
pVY =py] . (12.25)

Tu y=cyc,.
Dzielac rdwnania (12.24) 1 (12.25) stronami i biorac pod uwage wzor (12.23) otrzymujemy

-1 -1
&[ﬁzg’i% :&[ﬂ:%% , (12.26)
D Vly 4 Py V4y 4

Skad

NS
1
SN

(12.27)



Po podstawieniu (12.27) do wzoru (12.16) znajdujemy

0,
0

_T

12.28
T (12.28)

A zatem sprawno$¢ silnika Carnota, w ktérym gazem roboczym jest gaz doskonaty, wynosi

T
==1--2<1. (12.29)

Ze wzoru (12.29) wynika, ze sprawnos¢ silnika Carnota z gazem doskonalym zalezy tylko od
stosunku temperatur zimnego 7> i goracego 7, zbiornikow.

Cykl Carnota mozna prowadzi¢ w kierunku przeciwnym i otrzymaé maszyng
chtodzaca. Taka "lodowka" pobiera ciepto O, w nizszej temperaturze 7> 1 oddaje ciepto Q; >

0, w wyzszej temperaturze 7. Rdoznica ciepta rowna jest pracy 4 jaka nalezy przy tym

wykona¢
4=0,-0,.
Wspotczynnik wydajnosci chlodniczej takiej chtodzacej maszyny okresla wzor
K= 2 = 9 . (12.30)
4 0-0,

Druga zasada termodynamiki

Zwroémy jeszcze raz uwage na to, ze w trakcie pracy (cyklu) silnika cieplnego czgs¢
pobieranego ciepla byla oddawana do zbiornika o nizszej temperaturze i w konsekwencji ta
ilo$¢ ciepta nie byta zamieniana na pracg. Powstaje pytanie, czy mozna skonstruowac
urzadzenie, ktore pobieraloby ciepto 1 w calosci zamienialoby je na pracg? MoglibySmy
wtedy wykorzysta¢ ogromne (z naszego punktu widzenia nieskonczone) ilosci ciepta
zgromadzone w oceanach, ktore bylyby stale uzupeiane poprzez promieniowanie stoneczne.

Negatywna, niestety, odpowiedz na to pytanie jest zawarta w drugiej zasadzie
termodynamiki. Druga zasada termodynamiki ma kilku sformutowan:
« Nie mozna zbudowac perpetum mobile drugiego rodzaju,
« Gdy dwa ciala o réznych temperaturach znajda si¢ w kontakcie termicznym, wowczas

cieplo bedzie przeplywato z cieplejszego do chtodniejszego -twierdzenie Clausiusa.

156



« Zadna cykliczna maszyna cieplna pracujaca pomiedzy temperaturami 7, i T, nie moze
mie¢ sprawnos$ci wigkszej niz (T, - T,) / T - twierdzenie Carnota.

T+ (gorgcy zbiornik)

Q 1’=6

P W N

)

Silnik
Carnota
n =0.5

T, (zimny zbiornik)

Rys.12.3 Dowdd twierdzenia Carnota

Udowodnimy ze sprawnos$¢ dowolnego cyklicznego silnika nie moze by¢ wigksza niz
sprawnos¢ silnika Carnota (12.16). Rozpatrzmy schemat pokazany na rys.12.3, w ktorym

super silnik o sprawnosci wigkszej od silnika Carnota napgdza ten silnik. Super silnik pobiera

ciepto O, w temperaturze T} a oddaje ciepto O, w temperaturze 7, . Silnik Carnota o biegu
wstecznym (chtodzacy) pobiera ciepto Q, w temperaturze 7, a oddaje cieplo Q] w

temperaturze 1. Zaktadamy, ze praca wykonana przez super silnik w czasie jednego cyklu

jest doktadnie rowna pracy potrzebnej do napgdzania silnika Carnota
A=A celi 0,-0,=0 -0,. (12.31)

Z zalozenia , ze sprawno$¢ super silnika jest wigksza od sprawnosci silnika Carnota mamy
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Ql _Qz > Ql/ _Qz/ ]

(12.32)
O, o
Biorac pod uwage wzoér (12.31) ze wzoru (12.32) otrzymujemy
Lol g/-0>0 (12.33)
0 9 S '
Po podstawieniu (12.33) do (12.31) znajdujemy
0,-0,>0 . (12.34)

0, — 0, to jest ciepto ktore traci zimne zrodto. Natomiast Q] — O, to jest ciepto ktore zyskuje

gorace zrodlo. Ale w tym uktadzie potaczonych silnikow nie zostala wykonana Zadna praca.
Wigc przenieslismy ciepto od chtodniejszego ciata do cieplejszego, nie wykonujac zadnej
pracy. (Efektem koncowym pracy silnikow z rys.12.3 jest przeniesienie dwodch jednostek
ciepla z zimniejszego do cieplejszego zbiornika.) A to jest sprzeczne z druga zasada
termodynamiki podana przez Clausiusa.
Termodynamiczna skala temperatur

Ze wzoru (12.16) wynika, ze sprawnos¢ silnika Carnota zalezy tylko od stosunku
ciepta oddanego O, w temperaturze 7, (stadium 3) do ciepla pochlonietego O, w
temperaturze 7, (stadium 1)

n=1-=

0 (12.35)

Natomiast w przypadku silnika Carnota z gazem doskonatym sprawnos$¢ silnika, zgodnie z

(12.29) wynosi

17‘1—5 12.36
T (12.36)

Naprowadzilo to Kelvina na mysl, ze stosunek O,/Q, dla dowolnego silnika Carnota zalezy

wylacznie od stosunku temperatur 7, /7 :

|

0 (12.37)
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Zatem stosunek temperatur dowolnych zbiornikéw ciepta mozna wyznaczy¢ mierzac
przenoszenie ciepla podczas jednego cyklu Carnota. Powyzszy wzor stanowi definicje
termodynamicznej skali temperatur Kelvina. Ze wzoru (12.37) wynika, ze termodynamiczna

skala temperatur pokrywa si¢ ze zwykla skala temperaturowa, ktora rozwazaliSémy wcze$nie;.
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