Wyklad 11

Zjawiska transportu

Srednia droga swobodna

Ruchome molekuty gazu zderzaja si¢ migdzy soba. Pod zderzeniem rozumiemy tu
oddziatywanie molekul, wskutek czego molekuly zmieniaja swoje predkosci. Oddziatywanie
molekut przy zderzeniu okresla funkcja potencjalna oddzialywania, ktora jako§ciowo ma taki

wyglad jak na rys.11.1.

Rys. 11.1. Funkcja potencjalna dwoch zderzajacych sig drobin

Z rys.11.1 wynika, ze dla dwoch drobin o wspélnej energii kinetycznej E, odlegto$é

minimalna migdzy molekutami nie moze by¢ mniejsza niz d,. Ta odlegto$¢ minimalna d

nosi nazwe efektywnej srednicy molekuty. Z rys.11.1 wida¢, ze im wigksza temperatura gazu

(wigksza energia kinetyczna zderzajacych si¢ drobin) tym mniejsza efektywna S$rednica
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molekuly. Wprowadzenie pojecia efektywnej srednicy molekuly daje mozliwos¢ wprowadzié
przy rozwazaniu zagadnien zwigzanych ze zderzeniem drobin, model kul. W tym modelu
rozpatrujemy drobing jako kule o $rednicy d. Zderzenie bedzie miato miejsce, gdy odlegtos¢
migdzy Srodkami bgdzie mniejsza niz d. Inaczej mowiac czasteczka jest "tarcza" dla
zderzajacych si¢ czastek o powierzchni

o= .

Ta powierzchnia nosi nazwe¢ catkowitego przekroju czynnego drobiny.
Srednia droga swobodna czqstki gazu to Srednia odleglos¢ pomiedzy punktami
kolejnych zderzen czgstek. Droga ta zalezy od rozmiaréw czasteczek 1 od ich liczby w

jednostce objetosci. Oszacujemy ta Srednia droge, korzystajac z modelu kul.

Niech molekuta porusza si¢ wzgledem $cianek naczynia ze Srednia predkoscia <U> .

Witedy w czasie ¢ czastka "przemiata” objetos¢ walca 0 [I) =0 [{U)t) . Jezeli n jest liczba
czasteczek (molekul) w jednostce objetosci to w tym walcu czastka moze napotkac 1 zderzy¢

sie¢ z n_; czastkami:
n,=o(Unl (11.1)

To réwnanie wyprowadzono w oparciu o zalozenie, ze czastka zderza si¢ z nieruchomymi
czastkami. W rzeczywistosci wszystkie molekuly gazu znajduja si¢ w ruchu, a zatem liczba
zderzen bedzie zaleze¢ nie od $redniej predkosci czasteczki wzgledem $cianek naczynia, a od
sredniej predkosci czastki wzgledem drugich czastek. Oznaczymy predkosci dwoch

ruchomych czastek w gazie jako 0, i U,. Wtedy wzgledna predko$¢ dwoch molekut wynosi

U :Uz _Ul .

wzg

Biorac pod uwage, iz 0> =07, znajdujemy

2 -
wzg

v (0, -0,)* =v] +v} =20V, Bosa |

gdzie @ jest katem miedzy wektorami 0, i U, .

Korzystajac z twierdzenia, iz $rednia warto$¢ sumy sktadnikow jest réwna sumie

srednich warto$ci sktadnikow zapiszemy

<U§Zg> = <u22> + <uf> -2(vv, osa) . (11.2)
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Zaktadajac, ze rozrzut warto$ci predkosci czastek nie zalezy od rozrzutu kata @', ostatni czton

w (11.2) mozemy zapisa¢ w postaci

<U1U2 E’tosd) = <Ul><U2> EQCOSO’) )

Srednia warto$¢ €OSQ jest rowna

2m

<cosa> =5_[‘O[cosa Lla =%Tsina 3” =0 .

A zatem, przypuszczajac, ze <U22> = <U12> = <U>2 ze wzoru (11.2) otrzymujemy

() = l02) = V2 00)

Po podstawieniu <Uwzg> do wzoru (11.1), zamiast <U> znajdujemy
n, =V, )no@=\2(u)nod (11.3)

Z okreslenia $rednia droga swobodna to jest §rednia odlegto$¢ pomigdzy punktami kolejnych
zderzen. A zatem jest ona réwna catkowitej odlegto$ci przebywanej przez czastke podzielone;j

przez liczbg zderzen

() _ (o) I I

A=-L = =
n, \/§<U>Unt V2on  2mitn

(11.4)

Oszacujemy A i n., dla czastek powietrza. Zatozmy, ze d = 2-10® cm i w temperaturze 273 K
pod ci$nieniem 1 atm - (U) = 10° cr/s, n = 3-10" cm™. Wowczas $rednia droga swobodna jest
rowna 2-10” ¢cm (okoto 1000d). Odpowiednia czesto$¢ zderzeh wynosi 5-10°/s.

Zjawiska transportu

Dotychczas zajmowalismy si¢ tylko uktadami w stanie rownowagi czyli w stanie w
ktérym Zaden z parametrdw potrzebnych do makroskopowego opisu uktadu nie zalezy od
czasu. Teraz zapoznamy si¢ z bardzo uproszczonym opisem zjawisk, ktore zachodza, gdy
uktad dazy do takiego stanu réwnowagi. W zjawiskach tych mamy zawsze do czynienia z

przenoszeniem (transportem): materii; energii; pgdu albo tadunku elektrycznego.
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Wszystkie zjawiska transportu opisujemy w pierwszym przyblizeniu za pomoca
rownania rézniczkowego, ktore przedstawia propagacje pewnej wielkosci fizycznej ¢ w
kierunku osi x majqcq na celu osiqgniecie stanu rownowagi

_ 0P

j=-K o (11.5)
gdzie j jest gestoscia strumienia wielkosci @ (gesto$¢ pradu), K jest stata charakteryzujaca
dang sytuacje fizyczna. Stala K wiazemy z wlasciwosciami mikroskopowymi rozpatrywanego
uktadu statystycznego, z tzw. wspotczynnikami transportu. Wiaza si¢ one z no$nikami np.
czasteczkami gazu, elektronami w metalu.

Rozwazmy kilku podstawowych zjawisk transportu.

« Dyfuzja w gazie zwiazana jest z przenoszeniem czastek w kierunku obszaréw o
mniejszej koncentracji n (dqZenie do wyrownania koncentracji czgstek). Opisuje to

zjawisko rownanie dyfuzji:

Jjp =—D—=-Dgrad(n) ,

SN

gdzie jp jest ggstos¢ strumienia czastek, n - koncentracja czastek. ROwnanie to znane jest pod
nazwa prawa Ficka. Wspotczynnik dyfuzji D dla rozrzedzonego gazu ma postaé
1

D:EQM

i jest wprost proporcjonalny do drogi swobodnej A i predkosci $redniej <U> czastek.

« Przewodnictwo cieplne to jest zjawisko zwiazane z transportem energii, wskutek ruchu
czastek w kierunku obszaru o nizszej temperaturze 7T (dqzenie do wyrownania

temperatury). Zjawisko przewodnictwa cieplnego opisuje roéwnanie (prawo Fouriera)

or
i = —K— =-Kgrad(T
Jo ; grad(T) ,

gdzie jo jest gestoscia strumienia ciepta, K jest wspolczynnikiem przewodnictwa cieplnego.

Dla rozrzedzonego gazu wspotczynnik przewodnictwa cieplnego wynosi
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i jest wprost proporcjonalny do drogi swobodnej A i predkosci $redniej <U> czastek oraz do

ciepta wlasciwego ¢y jednostki masy gazu i jego gestosci P.
» Lepkos¢ gazu (albo cieczy) zwiazana jest z przenoszeniem pedu miedzy warstwami
gazu o roznych predkosciach (dqzenie do wyrownania predkosci czastek). Lepkos¢

gazu opisuje rownanie (prawo Newtona)

j = —n% = -ngrad(u) |

gdzie u jest predko$cia (unoszenia) warstwy. Wspofczynnik lepkosci dla rozrzedzonego gazu

wynosi

n=-— n<U>m/\

i jest wprost proporcjonalny do drogi swobodnej A i predkosci $redniej <U> czastek oraz do

masy molekuty gazu m i koncentracji n drobin gazu.
» Przewodnictwo elektryczne to jest przenoszenie ladunku elektrycznego w wyniku
ruchu elektrondow (dqzenie do wyrownania potencjalow elektrycznych). Réwnanie

przewodnictwa elektrycznego (prawo Ohma) ma postac

jZJEZlEZ—ngdV ,
0

gdzie przewodnosc¢ elektryczna O jest dana wyrazeniem

ng’ ng’A
o="2L_r71= )
m m(V)

W tym wzorze A - droga swobodna a <U> - predkos$¢ srednia elektrondéw, m - masa elektronu

1 n - koncentracja elektronow.

Warto podkresli¢, ze wszystkie wspotczynniki transportu zaleza od temperatury

(poprzez predkosc¢ srednia <U>, $rednia droge swobodna A itd.).

Kinetyczna teoria zjawisk transportu w gazach

Zapoznamy si¢ z bardzo uproszczonym opisem zjawisk transportu w gazach na

podstawie teorii kinetycznej gazow.
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Dyfuzja. Rozwazmy w gazie dowolng objgto$¢ V' i1 niech w tej objgtosci istnieje N =
nV czastek. Tu przez n oznaczyliSmy koncentracje czastek gazu. Sposrdd N czastek w Srednim
tylko N/3 molekut poruszaja si¢ w kierunku osi x. Z tych N/3 molekut w jedna strong porusza
si¢ N/6 czastek. Druga potowa czastek (N/6) porusza si¢ w przeciwnym kierunku. A zatem
liczba czastek w jednostce objgtosci poruszajacych si¢ w jedna strong (koncentracja czastek)
wynosin, =N/6V=n/6.

Przypusémy, ze w gazie wzdhuz osi x istnieje gradient koncentracji czastek 7(x) .
Wybierzemy w gazie dowolna powierzchnie S, prostopadta do osi x i dla uproszczenia
zatézmy, ze w poblizu tej powierzchni zmiany koncentracji 7n(x) czastek mozemy opisaé

zaleznoScia

n(x)=n+g—ZDc ) (11.6)

Tu 7 - koncentracja czastek w miejscu gdzie znajduje si¢ powierzchnia S.

Rys. 11.2. Dyfuzja czastek gazu
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Oznaczmy $rednia predko$¢ czastek w kierunku osi x jako <U> , wtedy bez zderzenia z innymi

czastkami kazda czastka bedzie poruszata si¢ w $rednim czas dt = A/ <U> , gdzie A jest droga

swobodna czastek. A zatem, w kierunku osi x przez wybrana powierzchni¢ S przejda te

czastki ktore w poczatkowej chwili znajdowaly si¢ w objetosci walca 2Sdt<U> = 252

(rys.11.2). Dwojka tu powstata z tego, ze czastki gazu przelatuja przez powierzchnie S z lewej
1 prawej stron. Wtedy strumien czastek przechodzacych przez ta powierzchnie za czas df

bedzie wynosit

Jj, Obdt = é[n(x ==2A) = n(x = )] 5d1{v) . (11.7)

Wspétezynnik 1/6 tu powstat z tego, ze tylko 1/6 czg$¢ molekul porusza sig¢ w kierunku osi

+x lub osi -x. Po podstawieniu (11.6) do (11.7) otrzymujemy prawo Ficka

1 0n on
i =———AW)=E-D— . 11.8
Io 3 0x < > Ox (11.8)
Wspétezynnik dyfuzji D ma postac
1
D:§<U>A. (11.9)

Widzimy, ze wspotczynnik dyfuzji D jest wprost proporcjonalny do drogi swobodnej A i
predkosci Sredniej <U> czastek.

Przewodnictwo cieplne . Rozwazmy gaz i przypusémy, ze w gazie wzdluz osi x
istnieje gradient temperatury 7(x). Wybierzemy w gazie dowolna powierzchnie S, prostopadta
do osi x 1 dla uproszczenia zat6zmy, ze w poblizu tej powierzchni zmiany temperatury gazu
T(x) mozemy opisac zaleznos$cia

=7+ (11.10)
Ox

Tu T - temperatura gazu w miejscu gdzie znajduje si¢ powierzchnia S. Zaldézmy, ze
koncentracja czastek n po obu stronach od powierzchni S jest taka sama, a $rednia energia

kinetyczna molekuty poruszajacej si¢ w kierunku osi x wynosi (zasada ekwipartycji energii)

1
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Rys.11.3. Przewodnictwo cieplne

Jezeli oznaczmy $rednig predkos¢ czastek jako <U>, wtedy za czas dt = A/ <U> przez

wybrana powierzchni¢ S przejda te czastki ktore w poczatkowej chwili znajdowaty sie¢ w

obje¢tosci walca 2Sdt<U> = 25A (rys. 11.3). Dwdjka tu powstata z tego, ze czastki gazu

przelatuja przez powierzchnie S z gornej 1 dolnej stron. Wtedy strumief energii cieplnej

przenoszony przez ta powierzchnie za czas df bedzie wynosit

Jo O8dt =é[—l;—k[T(x=—/\)—T(x=/\)]n [5dt(v) . (11.12)

Wspodtezynnik 1/6 tu powstat z tego, ze tylko 1/6 czg$¢ molekul porusza sig¢ w kierunku osi

+x lub osi -x. Po podstawieniu (11.10) do (11.12) otrzymujemy prawo Fouriera

Jo Z—éa—Tkn/\<U>E—K% : (11.13)

Ox

Wspdtezynnik przewodnictwa cieplnego ma postac
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1 n
K —§<U>A L E (11.14)

Zgodnie z (11.11) wewngetrzna energia jednego grama gazu jest rOwna

1
U=_kTIN, (11.15)

gdzie N, - liczba molekul w gramie gazu.
Biorac pod uwage (11.15), dla ciepla wlasciwego wagowego (na gram) gazu

otrzymujemy
1
¢y :_:EkN ) (11.16)

Wzér (11.16) okresla ciepto wlasciwe jednostki masy gazu (jednego grama). A zatem, ciepto

wlasciwe gazu o masie pV, gdzie p jest gestoscia gazu, wynosi

1
&PV = kN, . (11.17)

Tu Ny - liczba molekut w objetosci V gazu.

Ze wzoru (11.17) wynika

1 N 1
c,Pp=—k——=—kn . 11.18
p=k=r = (1L.18)

K=—(VApL,. (11.19)

Widzimy, ze wspotczynnik przewodnictwa cieplnego jest wprost proporcjonalny do drogi
swobodnej A i predkosci $redniej <U> czastek oraz do ciepta wlasciwego cy gazu.

Lepkos¢ gazu (albo cieczy). Ruch molekul gazu mozemy podzieli€ na ruch
chaotyczny, przypadkowy (ruchy Browna) i ruch uporzadkowany, zwiazany z przeptywem

gazu albo cieczy jako catosci. Predkos¢ takiego uporzadkowanego ruchu u gazu (cieczy) jest

znacznie mniejsza niz §rednia predkos¢ molekut <U> gazu. Ruch uporzadkowany przypomina

ruch cienkich warstw, ktorych predkosci sa rézne. Rozwazmy dwie takie warstwy gazu
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(cieczy) ptynacego w kierunku prostopadtym do osi x. Niech predkos$¢ jednej warstwy jest
rowna u;,a predkos¢ drugiej warstwy - u, > u;. Wskutek istnienia przypadkowych ruchow
Browna, molekuty z jednej warstwy przechodza do drugiej warstwy tracac przy tym albo
zwigkszajac swo] ped. Wynikiem tego procesu wewngtrznego '"tarcia" warstw jest
wyrownanie predkosci réznych warstw. Zjawisko to nosi nazwe lepkosci gazu.

Rozwazmy gaz plynacy wzdtuz osi prostopadiej do osi x 1 przypusémy, ze w gazie
wzdhuz osi x istnieje gradient predkosci u(x) (przypomnimy, ze wektor predkosci # ma

kierunek prostopadly do osi x).

Rys.11.4. Lepko$¢ gazow

Wybierzemy w gazie powierzchnie S, prostopadta do osi x i dla uproszczenia zaldézmy,
ze w poblizu tej powierzchni zmiany predkosci gazu u(x) mozemy opisac zaleznoscia

u(x):u+g—ch . (11.20)

X

Tu u - predkos$¢ gazu w miejscu gdzie znajduje si¢ powierzchnia S.

Zatozmy, ze koncentracja czastek n po obu stronach od powierzchni § jest taka sama.

Jezeli oznaczmy $rednia predkos¢ czastek jako <U> , wtedy za czas dt = A/ <U> przez wybrana
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powierzchni¢ S przejda z jednej strony na druga te czastki ktore w poczatkowej chwili

znajdowaty si¢ w obje¢tosci walca Sdt <U> =SA (rys.11.4) . Liczba tych czastek wynosi

:én[@)gdt , (11.21)

Przypomnimy, ze wspotczynnik 1/6 tu powstat z tego, ze tylko 1/6 cze$¢ molekut porusza sig
w kierunku osi +x lub osi -x. Wskutek przejscia molekut z jednej warstwy do drugiej zajdzie

przenoszenie pedu
Jp Ubdt = Nmlu(x ==A)—u(x=A)] , (11.22)

gdzie m jest masa molekuty.

Po podstawieniu do (11.22) wzoréw (11.20) 1 (11.21) otrzymujemy prawo Newtona

. 1 du ﬂ
=——nm(U)A — = — . 11.23
I 3 < > dx g dx ( )
Tu
1

=§nm<U>A : (11.24)

jest wspotczynnikiem lepkos$ci gazu.
Biorac pod uwagg, ze
p =nm

jest gestoscia gazu, wspotczynnik lepkosci mozemy zapisaé w postaci

n= §<U>Ap . (11.25)
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