Wyklad 1

Mechanika punktu materialnego

Mechanika klasyczna. Modeli w mechanice. Uklad odniesienia.

Mechanika klasyczna zajmuje si¢ badaniem ruchow ciat makroskopowych w
przestrzeni 1 w czasie. W celu uproszczenia opisu ruchu ciata makroskopowego jako catosci w
mechanice klasycznej wprowadzamy idealizacji (modeli). Gltéwne modeli w mechanice
klasycznej to sa 1) model punktu materialnego, oraz 2) model ciata sztywnego albo model
bryly sztywnej.

Punktem materialnym nazywamy cialo o nieskonczenie malych (zerowych)
wymiarach. Oczywiscie w przyrodzie nie istnieja punkty materialne. Jednak model punktu
materialnego bardzo dobrze opisuje, na przyktad ruch Ziemi dookota Stonca. Zwiazane to z
tym, ze promien Ziemi jest o 25 000 razy mniejszy niz wynosi odleglos¢ Ziemi od Stonca.

Jezeli model punktu materialnego zle opisuje ruch ciata makroskopowego i1 wyniki
teoretyczne nie zgadzaja si¢ z wynikami doswiadczalnymi, musimy skorzysta¢ z kolejnego
modelu (przyblizenia) - modelu ciata sztywnego. Ciatem sztywnym nazywamy ciafo ksztalt,
ktorego oraz rozmiary nie ulegajq zmianie podczas ruchu ciata. W przyrodzie rOwniez nie
istnieja ciata sztywne, poniewaz, na przyktad w przypadku ruchu obrotowego zawsze ciato
deformuje sig¢. Jednak te deformacje w wielu przypadkach sa takie mate, Ze ruch ciata w
bardzo dobrym przyblizeniu mozemy rozwazac¢ jako ruch ciata sztywnego. Jezeli model ciata
sztywnego nie opisuje ruch ciata makroskopowego 1 cialo deformuje sig¢, musimy stosowac
kolejne modele, ktore sa rozwazane w mechanice osrodkow ciagtych.

Najpierw bgdziemy rozwazaly ruch punktu materialnego. Dla tego, Zzeby opisa¢ ruch
punktu materialnego w przestrzeni i w czasie musimy wprowadzi¢ tak zwany ukfad
odniesienia. Uklad odniesienia to uklad wspolrzednych oraz zegar. Czgsto jako uktad
wspotrzednych wybieramy trzy wzajemnie prostopadie proste, ktore przecinaja si¢ w nie
ruchomym punkcie O - poczatku uktadu (rys.1.1). Taki uktad wspoétrzednych nazywa sig
uktadem kartezjanskim. W ukladzie kartezjanskim potozenie punktu materialnego okresla
wektor wodzacy punktu:

r=xlé +yle +z[E, (1.1)



Wielkosci X»Y>Z nazywamy wspotrzednymi punktu materialnego. Wektory €., €, i &€,

tworza tak zwana baze kartezjanskiego ukladu wspotrzednych i sa to bezwymiarowe

jednostkowe (|€,|= ‘%‘ =le.| =1) wektory.
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Rys.1.1. Kartezjanski uktad wspotrzednych

Wektor wodzacy 7 ma punkt zaczepienia w poczatku uktadu wspoétrzednych 1 ma
wymiar dlugosci. Gdy punkt materialny porusza si¢ w przestrzeni wektor wodzacy 7 zmienia
swoj kierunek i dlugo$¢. W uktadzie SI jednostka dtugosci jest metr (7). Dla pomiaru czasu
mozemy korzysta¢ z dowolnego okresowego procesu fizycznego, na przyktad z wahadta. W
uktadzie SI jednostka pomiaru czasu jest sekunda (S).

Umownie mechanika zostata podzielona na kinematyke oraz dynamike. Jezeli
zajmujemy si¢ opisem ruchu cial, nie rozwazajac przyczyny wywolujace ten ruch, to
moéwimy, ze mamy do czynienia z kinematykq. Jezeli uwzgledniamy sity, ktére wywotuja ruch
cial, to mowimy, ze mamy do czynienia z dynamikq. Najprostszym zagadnieniem kinematyki

jest kinematyka punktu materialnego.
Kinematyka punktu materialnego

Moéwimy, ze ruch punktu materialnego jest catkowicie okre$lony, jezeli wiemy

potozenie tego punktu w wybranym uktadzie wspotrzednych w dowolnej chwili. Z punktu

matematycznego, to oznacza, ze wiemy jak zaleza od czasu wspotrzedne x(¢), y(¢),z(t)



punktu materialnego innymi slowy wiemy jak zalezy od czasu wektor wodzacy punktu

materialnego
ri)y=x@)e, +y@)le, +z(t)Le, . (1.2)

Krzywa 7(f) w trojwymiarowej przestrzeni nosi nazwe toru albo trajektorii punktu
materialnego. Warto podkresli¢, ze kazdy punkt trajektorii ma okre$lony czas, ktore wskazuje
na to, kiedy punkt materialny byt albo bgdzie w tym wlasnie punkcie.

Niech w chwili ¢, punkt materialny zajmowal potozenie A (rys.1.2), a w chwili

pOzniejszej ¢, > ¢, ten sam punkt zajmuje potozenie B. Iloraz

5= przemieszczenie _ AF _ r(t,)—r(t)

(1.3)

przedzial czasu Y t, —t,

nazywa si¢ predkosciq Sredniq punktu materialnego.
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Rys.1.2. Tor punktu materialnego

Zadanie: punkt materialny porusza si¢ wzdhuz osi Ox tak, ze x(t) = A3, gdzie 4 jest

stata. Obliczmy predkos$¢ $rednia na odcinku czasowym A =7, —¢,.

Rozwiazanie:
M -1
U, =—=A4>—L= At +1,).
.Y; t, =t
Predkosciq chwilowg w chwili ¢, nazywa sig¢ granica predkosci $redniej, gdy zardwno

A7, jak 1 At daza do zera
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W matematyce granicg (1.4) nazywamy pochodngq wektora r wzglgdem czasu i oznaczamy

d :
jako ?: W fizyce czgsto pochodna wzgledem czasu oznaczaja jako . Warto podkresli¢, ze

wektor predkosci chwilowej w ogolnym przypadku moze mie¢ dowolny kierunek wzgledem
kierunku wektora wodzacego.

Predko$¢, zgodnie z (1.4) ma wymiar (dlugosé/czas) czyli (L/T). W ukladzie
jednostek SI predko$¢ mierzymy w jednostkach m /s .

Zadanie: punkt materialny porusza sig tak, ze
F(H)=Ad+B, (1.5)

gdzie 4 i B sa state wektory nie zalezny od czasu. Obliczmy predkos$¢ chwilowa.

Rozwiazanie:

o OF . [Ae+ AN+ B] [t + B]
RV VAYA A -0 Nt

= A=const . (1.6)

Wiec rownanie (1.5) opisuje ruch punktu materialnego ze stala predkoscia 4. Moze powstaé
pytanie:, co oznacza wektor B w rownaniu (1.5)? Sens fizyczny a raczej matematyczny tego
wektora latwo otrzymaé rozwazajac dowolnie wybrana poczatkowa chwile #, =0,
Przypusémy, ze wiemy wektor wodzacy 7, oraz predko$¢ chwilowa 0O, = A punktu
materialnego w chwili ¢, =0. Podstawiajac ¢ =%, =0 do réwnania (1.5) otrzymujemy, ze

B =7, a zatem rownanie (1.5) mozemy zapisa¢ w postaci
F(0)=0,3+F, (1.7)

Roéwnanie (1.7) opisuje prostoliniowy (wzdtuz prostej) 1 jednostajny (ze stalq predkosciq)
ruch punktu materialnego.

Zadanie: punkt materialny porusza tak, ze

F(z)=%252+l§m+é, (1.8)



gdzie 4, B i C sa stale wektory. 1) Jakie wymiary maja wektory 4, B i C? 2) Obliczy¢
predkos¢ chwilowa punktu.
Rozwiazanie:

1. Z lewej strony rownania (1.8) znajduje si¢ wektor, ktory ma wymiar dfugosci, a
zatem z prawej strony musi by¢ tez wektor o wymiarze diugosci. Stad wynika, ze wektor 4
ma wymiar (L/T?), wektor B ma wymiar predkosci (L/T), a wektor C ma wymiar
dtugosci L.
2.
. [;Z(t+At)2 + B(t +At)+é]—[;2t2 + Bt +C]

. 7 .
U =lim— =lim =
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Aame+ L Aqay + By o Lo
= lim 2 =Ad+B (19)
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Jezeli znow rozwazmy poczatkowa chwile 7, =0, ze wzoru (1.9) znajdujemy, ze staty wektor
B to jest predko$¢ punktu materialnego w chwili £, =0

Ze wzoru (1.9) wynika, ze w og6élnym przypadku predkos¢ chwilowa punktu
materialnego moze zaleze¢ od czasu. Iloraz
A_U = 0(t,)-0(@)
At t, —t,

Qi

(1.10)

nazywa si¢ przyspieszeniem Srednim.
Przyspieszeniem chwilowym nazywa si¢ granica przyspieszenia S$redniego, gdy

zardwno AU, jak i At daza do zera

a=£1m—5— . (1.11)

Przyspieszenie, zgodnie z (1.11) ma wymiar (predkosé/czas) czyli (L/T)W1/T)=L/T>. W
ukladzie jednostek SI przyspieszenie mierzymy w jednostkach m/s?.

Zadanie: punkt materialny porusza si¢ wzdluz toru okreslonego wzorem (1.8).
Obliczmy przyspieszenie chwilowe punktu.

Rozwiazanie: predkos$¢ punktu materialnego poruszajacego si¢ wzdhuz trajektorii (1.8)

jest okreslona wzorem (1.9). Korzystajac z tego wzoru otrzymujemy



At + )+ Bl -[At + B A -
i = lim 2Y = i AU B+ BIZ[ AL+ B]_ AT G st . (112)
A0 N D0 At YV IVAY

Oznaczajac stale przyspieszenie punktu jako d,, predko$é¢ i wektor wodzacy punktu w chwili

ty =0 jako U i 7, wzér (1.8) mozemy zapisa¢ w postaci

F(t)Z%&O @ +0,3+7,. (1.13)

Réwnanie (1.13) opisuje ruch punktu materialnego ze stafym przyspieszeniem. Stale 7y, U, i
a,, okre$lajace potozenie, predko$é i przyspieszenie punktu materialnego w chwili
poczatkowej ¢, nazywamy warunkami poczqtkowymi.

Zadanie: ciato znajdujace si¢ na dachu domu zaczyna w chwili #, =0 swobodnie

spada¢ na powierzchnie Ziemi. Napisa¢ wzory okreslajace trajektorie tego ciala.

Rozwiazanie: ze szkoly Sredniej wiemy, Ze cialo spada na powierzchnie Ziemi ze
stalym przyspieszeniem g =9,8 m/s’, ktore nazywa si¢ przyspieszeniem grawitacyjnym
Ziemi. Wektor tego przyspieszenia jest skierowany ku srodku Ziemi. Podstawiajac wektor

przyspieszenia grawitacyjnego & w rownanie (1.13), okre$lajace ruch punktu materialnego ze

statym przyspieszeniem, otrzymujemy
- | .
r(t):EgB .

Tu uwzgledniliSmy, ze w chwili poczatkowej #, =0 cialo znajdowato si¢ w spoczynku (

U, :O),

Ruch po okre¢gu

Rozwazmy ruch punktu materialnego po okregu (rys.1.3). W tym przypadku potozenie
punktu A na okrggu mozemy okresli¢ za pomoca kata @ . Chwilowq predkosciq kqtowq albo

kolowq nazywa sie pochodna kata ¢ wzgledem czasu

D _do
w=1im22 =% -4 1.14
S T Y (1.14)

Jezeli W= w, =const | wtedy



(O =w,E+¢, . (1.15)

Tu @, - warto$é kata @ w chwili poczatkowej =7, =0.

Istotnie po podstawieniu (1.15) do wzoru (1.14) otrzymujemy:

A¢

w,(t+Ar)+ —[w,t+ w, (At
&0 A -0 Nt AV

=w, =const.

Ruch po okregu ze stala predkoscia katowa nazywamy ruchem jednostajmym obrotowym.
Czas, po uptywie, ktorego punkt materialny wykonuje jeden obrot nazywamy okresem ruchu

obrotowego. Okres ruchu obrotowego oznaczamy duza litera 7. Korzystajac z okreslenia

okresu, ze wzoru (1.15) otrzymujemy (£, =0):

Pt +T) =21+ ¢, =@, T+, .

Skad mamy
T= 2)—7: . (1.16)
Wielko$¢ odwrotna do okresu
VO:%E;’_;, (1.17)

nazywa si¢ czestosciq ruchu obrotowego. Latwo wyjasni¢ sens fizyczny czgstosci V, . Za czas
rowny okresowi ¢ =7 punkt materialny wykonuje jeden obrot. A zatem za jednostke czasu
punkt materialny wykonuje V, =1/T obrotéw. Na przyktad, jezeli 7 =1/100 sekundy, to za
jedna setna sekundy punkt wykonuje jeden obroét, a za 1 sekunde punkt materialny wykonuje
100 obrotow. Wigc czestosé V, =1/T jest liczba obrotéw punktu materialnego za jednostke
czasu. Czesto$¢ mierzymy w hercach (Hz). 1 Hz =1 s7".

W ogdélnym przypadku predkosé katowa W moze zaleze¢ od czasu. Zmiany predkosci

katowej w czasie okresla chwilowe przyspieszenie kqtowe:

B =lim 52 = 49

a0 Nt dt

@ . (1.18)



Znajdziemy zwiazek migdzy chwilowa predkoscia liniowa, okreslona wzorem (1.4) i

chwilowa predkoscia katowa, okreslonej wzorem (1.14).

Y

|

Rys.1.3. Ruch obrotowy

Niech w chwili poczatkowej =7, =0 punkt materialny znajduje si¢ na okregu w
punkcie A, a w chwili # =A¢ - w punkcie B (rys.l.4). Jezeli rozwazamy bardzo maly czas
t =At, dhlugos¢ luku AB jest w przyblizeniu réwna dlugosci cigciwy AB . Przyblizenie to
jest tym lepiej spetnione, im bardziej zmniejszmy odcinek czasowy Ar. Wtedy dla chwilowe;j

liniowej predkosci punktu mozemy zapisaé

U =li 48 1.19
T At A (1.19)
Tu AB - dlugos¢ cigciwy (rys.1.4)).
Z rys.1.4 wida¢, ze
AB:2MC:2&Bin§%¢EF2&%:rm¢ _ (1.20)

Po podstawieniu (1.20) do (1.19) znajdujemy

UZrDim%=rl]o . (1.21)
YV IAY
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Z rys.1.4 wynika réowniez, ze gdy At - 0 wektor przemieszczenia A7 dazy do stycznej w
punkcie A . A zatem predkos¢ chwilowa w punkcie A4 jest wektorem stycznym do krzywej w

tym punkcie.

Rys.1.4.

Znajdziemy teraz przyspieszenie punktu materialnego poruszajacego si¢ po okregu.

Rozwazmy znéw dwa punkty 4 i B (rys.l.5). Z podobienstwa trojkatow AOBi1 DBE

(rys.1.4) wynika, ze wektor AU =0, =0, ma dtugo$¢

DE:2H)F:2D1)BinBA7¢E
02 C

(1.22)
=200 GAz— =v D¢
A zatem dla dtugo$ci wektora przyspieszenia mozemy zapisac:
a=lim%=u ¢=UBO. (1.23)

ai-0 At dt

Biorac pod uwage, ze CU:27T/T:(27TDF/T) [(]1/7’) =U/r (patrz wzor (1.21)), ze wzoru
(1.23) mamy

0 =vli=2. (1.24)
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Kierunek wektora przyspieszenia (1.24) pokrywa si¢ z kierunkiem wektora AU =0, -0 ,,

ktory przy At — 0 jest prostopadly do wektora predkosci U w punkcie 4.

Rys.1.5

A zatem kierunek wektora przyspieszenia d, pokrywa si¢ z kierunkiem promienia i zwrocony

jest do srodka okregu. Dlatego przyspieszenie to nosi nazwe przyspieszenia radialnego lub
przyspieszenia dosrodkowego. Dlatego tez bedziemy oznaczali to przyspieszenie

wskaznikiem 7.
Przyspieszenie styczne i dosrodkowe
Dosrodkowe przyspieszenie zdefiniowaliSmy wyzej (wzér (1.24)). Jesli wprowadzmy
jednostkowy wektor 7 (|ﬁ| =1), (rys.1.5) skierowany od punktu 4 ku $rodku okregu, wektor

przyspieszenia dosrodkowego mozemy zapisa¢ w postaci:

a G . (1.25)

r

r
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Jednostkowy wektor 7 jest podobny do wektoréw jednostkowych bazy uktadu odniesienia €,
, €, i € . Wektor ten wyznacza jedynie kierunek w przestrzeni. Jednak, w odroznieniu od

wektorow €., €, i €, wektor 7 nie jest wektorem stalym i zmienia swoj kierunek wraz ze
zmiang potozenia punktu materialnego na okrggu. Wektor 7 jest skierowany do $rodka
okregu, a zatem ma kierunek przeciwny do kierunku wektora wodzacego » . Wprowadzajac

jednostkowy wektor:

n, = . -n
r |17| , (1.26)
przyspieszenie dosrodkowe mozemy zapisa¢ w postaci:
- vt .,
a =—-—1W, =-w [F . (1.27)

r

Tu uwzgledniliémy, ze (U/7) = @ (patrz wzér (1.21)) oraz 7 =r [H,| (patrz wzér (1.26)).

Wektor predkosci chwilowej punktu materialnego poruszajacego si¢ po okreggu, jak

widzieliSmy wyzej, jest wektorem stycznym do okrggu w punkcie gdzie znajdujg si¢ punkt

materialny. Wprowadzajac jednostkowy wektor 74, styczny do okregu w punkcie A

(rys.1.5):

. _0
ny =— , 1.28
+= (1.28)
wektor predkosci chwilowej dla ruchu po okregu mozemy zapisa¢ w postaci:
O=vl, =wli G, (1.29)

Jednostkowy wektor 7, nie jest statym wektorem i zmienia swéj kierunek przy zmianie

potozenia punktu materialnego na okregu.

Rozwazmy teraz jednostajny ruch punktu po okrggu, dla ktérego wektor predkosci ma
stala warto§¢ U =const a zmienia si¢ tylko kierunek wektora predkosci. W tym przypadku
przyspieszeniem punktu jest przyspieszenie dosrodkowe (wzor (1.27)). Z drugiej strony, z
okreslenia przyspieszenia, biorac pod uwage wzory (1.27) 1 (1.29) mamy:
=UE—IC%=—U—2EZE . (1.30)

,
r

QU
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Ze wzoru (1.30) otrzymujemy wazny dla nastgpnych rozwazan wzor:

=2, . (1.31)
r

Rozwazmy teraz og6lny ruch punktu materialnego po okregu, w ktérym wartos¢
predkosci U nie jest stata 1 znajdziemy wektor przyspieszenia punktu. W tym przypadku,

korzystajac ze wzory na pochodna od iloczynu funkcji

d _ h u
<) B0 —u(t)%+h(t)% ,

1 z okreslenia przyspieszenia, ze wzoru (1.29) znajdujemy:
52—:7% +U —_—[ﬂ‘i,+d—[ﬂi¢ . (132)
Tu skorzystalismy, ze wzoru (1.31).

Ze wzoru (1.32) wynika, ze w przypadku ruchu po okrggu ze zmienng w czasie

predkoscia przyspieszenie zawiera dwa sktadniki:

a =—-—10, (1.33)
r
- przyspieszenie dosrodkowe, oraz
- _du
a, =—1"h 1.34
0= e (1.34)

- przyspieszenie styczne.

Wektor przyspieszenia dosrodkowego jest prostopadly do wektora predkosci punktu, a
zatem wywoluje zmiany kierunku wektora predkosci. Natomiast wektor przyspieszenia
stycznego jest réwnolegly do wektora predkosci punku, a wigc zmienia tylko warto$¢
(dhugos¢) wektora predkosci.

Wzory (1.32) - (1.34) sa stuszne rowniez w przypadku ruchu po dowolnej krzywej nie
bedaca okrggiem. W tym przypadku jednak 7 okresla tak zwany promien krzywizny krzywej
w punkcie, w ktorym obliczamy przyspieszenie. O promieniu krzywizny krzywej bedzie

mowa poznie;j.
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Zadanie: punkt materialny porusza si¢ po okrggu o promieniu » z predkoscia, ktora

zmienia si¢ w czasie jako:

gdzie ¢ jest stata. Znajdziemy przyspieszenie dosrodkowe i1 przyspieszenie styczne.

Rozwiazanie: ze wzorow (1.33) 1 (1.34) otrzymujemy:

2 2,2
- v ct
a =—-——1MW, =- [, ,
r r
~ _du
Cl¢ —Z[ﬁ¢ :C@tﬁ .

Rys. 1.6. Wektor predkosci katowe;j

Przy rotacji punktu materialnego po okrggu ruch punktu moze zachodzi¢ w dwie rézne
strony: zgodnie z wskazdwka zegara albo w przeciwna strong. Dla tego, zeby rozréznic te
dwa mozliwe ruchy po okregu wprowadzaja wektor predkosci kqtowej albo wektor predkosci
kotowej. Wektor ten wprowadzamy stosujac regutly (rys.1.6):

1) ze $rodka okreggu rysujemy o$ obrotu - prosta prostopadta do ptaszczyzny w

ktorej odbywa si¢ ruch kotowy;

2) na osi obrotu ze $rodka okrggu oznaczamy odcinek o dlugosci réwnej

wartosci predkosci katowe;j;

3) kierunek otrzymanego odcinka (strzatkg) wybieramy w taki sposob aby

patrzac wzdtuz niego (z tylu strzalki) widzieliSmy ruch obrotowy punktu

odbywajacy zgodnie ze wskazowka zegara.
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