Wyklad 7

Model losowego pola lokalnego

Model losowego pola lokalnego jest jednym z najprostszych modeli w NMR ciat
stalych, korzystajac z ktérego mozna rozwigza¢ wielu zagadnien fizyki rezonansu
magnetycznego. W tym modelu zaktada sie, ze w badanej probce, umieszczonej w stalym
polu magnetycznym, jadra magnetyczne znajdujg si¢ rowniez w lokalnych polach
magnetycznych, ktore sa losowymi funkcjami czasu. Zrédlem tych lokalnych pol
magnetycznych moga by¢, na przyktad, oddzialywania momentow magnetycznych jader.
Okreslajac ,,z gory” (a’priori) statystyczne wilasciwosci losowego pola lokalnego (LPL),
mozna w wielu przypadkach otrzyma¢ analityczne rozwigzania rdéznorakich zagadnien NMR

ciat statych.
7.1. Model Klaudera — Andersona. Sygnal precesji swobodnej

Model losowego pola lokalnego opera si¢ na zalozZeniu, ze Hamiltonian oddziatywania
jadra w wirujagcym z czesto$cig Larmora @, = yB, ukladzie odniesienia mozemy zapisaé w

postaci
H@)=-w@®I,, (7.1)

gdzie 0 (?) = VB, .(¢) i B,.(t) - indukcja losowego lokalnego pola w miejscu, gdzie znajduje
si¢ jadro magnetyczne o wspotczynniku zyromagnetycznym /.
Zgodnie z rozwazaniami przeprowadzonymi wczesniej sygnat precesji swobodnej

okresla wzor
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Z POWYZSZ€g0 WZOoru mamy

2coslo (1)]§ |1(7+ 1)~ m?|+ 2isin]o Oy m

G(t) = = cos|o (1) ] | (7.2)

’ 25 17+ 1)- m]

Wzér (7.2) opisuje sygnat precesji swobodnej dla jednej realizacji losowego procesu.
Usredniajac (7.2) po wszystkich realizacjach zmian ©(f) otrzymujemy wzo6r na

rejestrowany doswiadczalnie sygnatl precesji swobodne;j

<G(t)> z Re<exp%- iI W (¢)dt' %> . (7.3)

0
Tu < : > oznacza usrednienie po wszystkich realizacjach losowego procesu.

Rozwazmy teraz obliczenie (7.3). Podzielmy interwal czasowy (O,t) na 7 rownych

czes$ci T = ¢/n. Wtedy dla jednej realizacji procesu stochastycznego otrzymujemy

G(t) = limexpd- i 0w, 0 . 4
) rl}l;)leXpD z;lr . (7.4)

Tu i1 dalej oznaczenie rzeczywistej czgsci Re nie bedziemy pisac.

Usredniong wielko$¢ G () okre$la wzor
(G(1)) = lingf I epo- i; r DwkHDp(a)o;wl,T 0,,2T5..50 ,t)dw do,---do , . (7.5)
e 0 0 D =1 D
Dla stacjonarnych proceséw stochastycznych Markowa
p(wo;wl,r ;0)2,21' ;"';wn’t) = p(wo)p(wo ‘ 601,1' )p(wl ‘ CUZ,T )"'p(wn-l ’wnar ) . (76)
Tu p@, |®,,,T) jest warunkowym prawdopodobiefistwem tego, ze losowa zmienna @ (f)
przyjmuje warto$¢ @,., w chwili £+ 7 przy warunku, ze w chwili ¢ wielko$¢ @ (¢) byla

réwna @, .
W przypadku procesu Gauss-Markowa warunkowe prawdopodobienstwo

p(@ ., |®,,T) ma posta¢ (patrz artykul Klauder’a and Andersona)

. 0. YV | ~aneire \U
[ Cexpy, @, - 0, 0 1)- 2o 221 - g2 L)H a7

i

W,  |w,,At)=
P, |w, )27T

Nazwa ta pochodzi z tego, ze gdy At - « ze wzoru (7.7) otrzymujemy
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1 i} 01 0>
ELdyk TexpLiyi = - Lo ik \/—eXPE o

Po podstawieniu (7.6) i (7.7) do wzoru (7.5) znajdujemy

pw,)=

0 [ 0 D 1 ) . D
Gt dv.---dv T L 1 2(]- o Pe 5
< () J IJ Vyo-ay, epo 20 (1-e );lkax
1 [ 0 .Dn'l n _AZ/TC D
X (2n)nI...J’p(wo)exp(zHZOkaH Zlyk(wk- W, e )H)dwo_,_dw
00 - -

(7.8)

. (7.9)

Wykonujemy teraz catkowanie we wzorze (7.9) wzgledem zmiennych @, (oprocz k= 0).

Calkujac wzgledem @, otrzymujemy

%L do , expliv,0,)= (5, .
Skad wynika, ze
Y, = 0.
Catka wzgledem @ ,.; ma posta¢
1

2 dwiz-lexp[iwn-l(At+ yn-] - ynexp(_At/Tc))] .
m

oY— 8

Skad, z uwzglednieniem (7.9), wynika, ze
yn-l =" A t .

Calkujac wzgledem @ ., otrzymujemy

S
obY— 8

Skad wynika, ze
yn-z = _At+ yn_le_At/TC = _At‘ Ate_At/T("

Dla dowolnego (7 - k) otrzymujemy

- -0t/

Vo-k = _At+yn-k+1e )
albo

k-1

v, —AtDZ exp(- m—)

Oznaczajac (m+ k= p), skad m= p- k zapiszmy wzor (7.16) w postaci
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dwn-Zexp[iwn-Z(At+ yn-2 - yn-leXp(_At/Tc))] .

(7.10)

(7.11)

(7.12)

(7.13)

(7.14)

(7.15)

(7.16)



n-1

= -AtDz exp[-(p- k)—]

Po podstawieniu (7.17) do (7.9) znajdujemy

a ' 0 d
(G(0))= lim expt- —a (1= ) Q'ArDZ expE = k)A‘tED x
T1 Dk

i i N
X Ip(wo)expuiwoA t(1+ e'“”"z exp%- w%ﬂdwo :
0 0 Pl Te 0

t
Ze wzoru (7.18) w granice Az -~ 0 (Z SOt - Jf(t/)dt/ ) otrzymujemy
0

2

Cooe " 0
Ia’t/gj exp%- Lot Edt//ﬂ
0 i E

(60} = expl :
G(1)) = expb- X
] ]

i g ! ¢ 0,0
X Idwop(wo)expgzwoj expH- —Hit' [ |
TelD 1

0 0 o
Tut’>t'.
Oznaczmy
Jy = Idwop(wo)eXp(iw0J3) )
0
gdzie
- ; t/ / -t/1
Jy g Iexp - —Hdt =1 .(1-e"C)
0 e
oraz
2t Ql // / @2
G—I dt/DJ' dt" exp% ! E[} .
e 0 Qt/ Te E
Wtedy

(G(1))= J,De” .

Biorac pod uwage (7.8) 1 (7.21), ze wzoru (7.20) znajdujemy

) o ! ¢ 1,0
J, = [dw,p,)explio, exp% Ed 1B epo
1 J; e 0 J:) e \/2710 I

Ze wzoru (7.24) wynika, ze J, jest transformatg Fouriera od funkcji Gaussa, a wigc
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(7.18)

(7.19)

(7.20)

(7.21)

(7.22)

(7.23)

%Dexp(lw J )dw (7.24)



S expE- —0 zré(l- e'mc)ZD.
Dalej
2t t I / 2t
J, = —U—Idz/%jdﬂexpﬁ- ! E% - -U—Jdt/e2’ U %J'dt
TC 0 Qt' TC @ [C 0 ¢/

=-1g 2Té(_ 3+ 21+ 4o tlc - e—Zt/r(,) ‘

Uwzgledniajac (7.25) 1 (7.26), ze wzoru (7.23) znajdujemy

- i
<G(t)> = ,]1 DeJ2 = eXpD_ g ZTéEe-t/I( -1+ LED .

TCI]

0

Przypomnijmy, ze tu 2 0.

Znajdziemy teraz transformat¢ Fouriera od (7.27)

L
2n

J() J G(1))0e'dt

Zapisujac (7.27) w postaci

(G(1)) = exp(0 )DE D D(a o) e " <M Dexpi-0

po podstawieniu (7.29) do (7.28) znajdujemy

J((A) : eXP(U TC Dz ( 1) c 2 exp[ ( + nv )D|l‘”D€ zwtdt .

Biorac pod uwagg, ze

1° ~ale| - ot 1 a
W)= — Ydt = —
g@) n_.[me ¢ mat+w®’
ze wzoru (7.30) znajdujemy
2
+
J()* exp(U 1} DZ (- 1) 2 g 0T, anC
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_ exp(U &) (- 1) 0T+ n/0T,
- DZ 2 : :
(o1 .+ nlar )+ /o)

(7.32)

Wzor (7.32) po raz pierwszy otrzymali R.Kubo i T.Tomita.
7.2. Echo spinowe

Metoda echa spinowego polega na poddaniu probki umieszczonej w stalym polu
magnetycznym By, - dzialaniu dwoch impulséw o czestotliwosci radiowej. W
przypadku echa Hahna, ktére obserwuje si¢ po dzialaniu sekwencji impulsow
907 - 1 - 180% , - Acq(t) (T jest odstepem czasu miedzy impulsami) indukowany w

cewce odbiornika sygnat ma maksimum w chwili t=21 (rys.7.1).

FID

czas martwy

ECHO
| V()
V'

I~

V'

A
—
\4

Rys.7.1. Schemat eksperymentu dwuimpulsowego dla obserwacji sygnatu echa spinowego

Latwo udowodni¢, ze w ramach modelu losowego pola lokalnego sygnat NMR

rejestrowany w chwili 7 po dzialaniu na probke sekwencji  impulsowe]

90y - 1 - 180% , - Acq(?) opisuje wzor

AW <expE Iw(t )dt' % expE Iw(t )dt' %> (7.33)

Zadanie. Udowodni¢ wzor (7.33).
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Obliczenie dwuimpulsowego sygnatu V(7,f) jest podobne do obliczenia sygnatu

precesji swobodnej, ktore przeprowadziliSmy wyzej. Zapiszmy wzor (7.33) jako

AW <exp%z‘[ s(tw (¢)dt’ %> , (7.34)

tu 5(¢) = *1 na odcinku czasu (0,7) i s(¢) = -1 na odcinku czasu (7 ,7) .
Znow podzielimy interwal czasowy na 7 rownych czesci At = t/n. Wtedy usredniong

wielkosé¢ V(T ,t) okresla wzor

@ © n-1
V(,n)= Altifl})f"'fe’(p@izoskw t@ﬂp(wo;wl,A 10,20 6...50 ,,t)dw do | --dw , (7.35)
) :

0

Dla stacjonarnych procesow Markowa
plog;0,,860,,86..50,,6) = p)pW, 10,00 p@,[0,,00p@,., 0,00 . (7.36)

Korzystajac znow ze wzoru (7.7), zapiszmy wzor (7.35) w postaci

[

P D 1 2 -20¢t/1 4 ZD
V@)= 1 dv.--dy Texpr- 0 2(1- :
(Ve.o)= Jim [ - jj - -dy, Gexpr 50°01- e )ZlkaX

-0

[

1 : Oet 4 NI
(Zn)nJ;)---Lp(wo)exp(iHZOSkkat+ ;lyk(wk -w, 0t C)H)dwo...dwn (7.37)

X

Wykonujemy teraz catkowanie we wzorze (7.37) wzgledem zmiennych ® , (oprécz

k = 0). Catkujac wzgledem @, otrzymujemy

1 0
—(dw, expli =9 X 38
o L pliv,w,)=0(v,) (7.38)
Skad wynika, ze
Y, = 0. (7.39)
Catka wzgledem @ ,.; ma postaé
1 .
EJ‘ dw n-1 exp[lw n-l(sn- 1A t + yn-l - yn eXp(- A t/T c))] . (740)
0
Skad, z uwzglednieniem (7.39), wynika, ze
yn-l = _Sn-lAt . (741)

Catkujac wzgledem @ ., otrzymujemy
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1 ° .
EJ' dw, ,explit), ,(s, ,0t+ y, -y, exp(-A¢/1,))] . (7.42)
0
Skad wynika, ze
yn-2 = _Sn-ZAt+ yn-le_At/TC = _Sn-ZAt_ Sn-]A te_At”C . (7'43)
Dla dowolnego (7 - k) otrzymujemy
Vor = 78, bt yn—k+1e_M/rC ) (7.44)
albo
- -MDZ Sy EXP(* m—) (7.45)

m=0
Oznaczajac (m* k= p), skad m= p- k  zapiszmy wzor (7.45) w postaci
) n-1 A ¢
Y= -be0y s, expl-(p- k)] . (7.46)
pk 4 C
Po podstawieniu (7.46) do (7.37) znajdujemy

0 [ 20
V@)= hmexp%— Ly (1- )Y - AtDZ s expE ME% Ox

ID Pk z.C H
. 0. e (p 1)At
X Ip(a)o)exp[]lw Dt(sgt e Z s, Dexps- ; 0dw, . (7.47)
0 0 pEl c 0

t
Ze wzoru (7.47) w granice At -~ 0 (Z AUYILY = If(t/)dt/ ) otrzymujemy
0

2
2

0
(V(@.0)= expl- "—J thIs(t )exp% i Edﬂ
el

I -

0
Ux
]

. 0
X I dw ,p(w ) expiv I s(t )eXpH ;—Hdt/ (7.48)

0 0

|

Tut'21¢.
Biorgc pod uwage, ze s(¢) = + 1 na odcinku czasu (0,7) i s(¢) = - 1 na odcinku czasu
(T ,¢) otrzymujemy
/ r / ¢ /
3 = Is(t )eXpE Hdt/ - Ie-t /rcdt/ _ Ie—t /rcdt/ - Tc(l' 2e—r/rc + e—t/rC) .
0 TC 0 1

Poniewaz, zgodnie z (7.8)

69



znajdujemy

o o ° ¢ 0.0 | wz
Jl—IdwOp(wo)expDzwojs(t )eXpE —Edtu- W!)exp% o Eﬂexp(zw J) W,.(7.49)

0 0 Te 0

Ze wzoru (7.49) wynika, ze J, jest transformatg Fouriera od funkcji Gaussa, a wigc

1 ; 1
J = expH- —° %Dexp i ,J,)dw , = epo- —0 2J2H=
1 W[) E 2 ( 0 3) 0 D 2 3 D
= expl[- —0 Tl(1-2e7 Tt o) (7.50)
Dalej, oznaczmy
0 520 [ vy 7°0
J, = expl- —J dt/gjs(t )expE Edﬂ/g 0= exp(J,) , (7.51)
H TC 0 t C D H
gdzie
g2t O P |]2
J, = - _J dt/gIs(t )epo Edﬂ/u . (7.52)
TC 0 it TC D
Tu¢ > 1.
Ze wzoru (7.52) otrzymujemy
2
21 "_ gl 0
U—I dt/gjs(t )exp%— Lot Edt”g =
o i Te 0

T T t 2 t
- _ _I dt/(f e-(t/-t/)/r(;dt//_ je-(t/-t )”"dt//)z Jdt/(_Jo (t//-t/)/T(;dt//)Z -
0 T

¢ T C r
1 : ; ; e I .
= _50. ZTC[2t_ 7TC+ 8Tce T/TC + 4TC€ t/TC(eT/TC + e T/TC _ e( 2r t)/T(, _ 1_ Ze I/TC)]' (7.53)

Korzystajac z (7.50) i (7.53) znajdujemy

t T /T —(f- -
(V,n)=J, exp(J,) = exp{-0 2ré[r—- 34 2e7 04 et DTe L ptitey (7.54)

C

Jezeli t = 21 , ze wzoru (7.54) mamy
(V(t=21))= exp[-0 1220 -3+ 4e’ - ™ )]=

-

(7.55)

oo

= exp[- 01}
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gdzie 0 =T /7.
Na rys.7.2 sg przedstawione zaleznos$ci amplitudy sygnatu echa spinowego ¥(2I') od

parametru @ =T /T dlaréznych wartoéci ¢ 7 2.

In(t /1
0k | T/te)

0.2

Rys.7.2. Zaleznoéci amplitudy sygnatu echa spinowego V' (27) od parametru In(t /7 .) dla
réznych wartosci ¢ % 2

Z wykresow, przedstawionych na rys.7.2 wynika, ze minimum w zaleznosci amplitudy
sygnahu echa spinowego V' (27) od parametru In(r /7 ) obserwuje sig, gdy 0 =1/, L9 A
zatem badajac temperaturowe zalezno$ci amplitudy sygnalu echa spinowego V(2r) przy
roznych T mozna otrzyma¢ dos$wiadczalnie temperaturowa zalezno$¢ parametru 7. 1

sprawdzié, czy spelnia ta zaleznos¢ prawo Arrheniusa T ¢ = T, exp(E, /kT) .
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