Wyklad §

5.1. Przeksztalcenia Fouriera a rozwiazania stochastycznego réwnania Liouville’a
Wroémy zndéw do ukladu stochastycznych rownan Liouville’a dla czgdciowo

usrednionego operatora macierzy gestosci (P (xy.?)) (uktad réwnan (3.45))

%<P (xN’t)> . i[<p (xzv’ ) H(xzv)] t mN<p (xm’t)> (5.1)

m

Rownania (5.1) sa uktadem zwyczajnych, liniowych rownan rézniczkowych o statych
wspoétczynnikach. Pokazemy, jak mozna w elegancki sposob rozwigza¢ uktad rownan (5.1),

wykorzystujac transformacj¢ Fouriera (albo transformacj¢ Laplace’a).

Dla transformaty Fouriera £ (df )/ dt) mozna wykazaé, ze

Dd 10
F0ss 0 DL 01 1) (52)
Wzor (5.2) pozwala na natychmiastowe wyznaczenie transformaty Fouriera pochodnej f(?)

za pomoca transformaty Fouriera funkcji f(¢). Wyznaczajac transformaty Fouriera réwnan

(5.1) 1 uwzgledniajac (5.2) otrzymujemy bez trudu

i (p (xy,0)) = (9 [xy,0 H(XN)]Z W (p (2,00 )+ (o (xyor = 0)) (5.3)

m

Uktad réwnan (5.3) jest ukladem réwnan algebraicznych i rozwigzanie tego uktadu
rownan tatwo znalez¢ stosujac wzory Cramera. Rozwazmy zastosowanie ukltadu rownan (5.3)
do obliczenia widma NMR.

Sygnal precesji swobodnej opisuje wzor (4.37). Poniewaz sygnat precesji swobodnej
G,(?) a ksztalt linii absorpcji NMR g(@) s3a zwigzane miedzy sobg za pomocg transformacji

Fouriera ze wzoru (4.37) otrzymujemy nast¢pujacy wzor na ksztatt linii absorpcji NMR

o (e @)
g(w)= Re T If (5.4)
Tu
- 1 - vt
(p@))= Fip )= 7 [(p @)e™'ds (5.5)

- transformata Fouriera u§rednionej macierzy gestosci <P (¢ )> .
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Rozwazmy teraz znéw obliczenie widma NMR jadra deuteru 2f , ktore wykonuje
skoki pomigdzy dwoma potozeniami 1 przypusémy, ze prawdopodobienstwo przejscia od

jednego stanu (X, ) do drugiego stanu ( x, ) jest rowne prawdopodobienstwu przejscia od stanu

x, do stanu x,, czyli: W, = W, = W,
Zgodnie ze wzorem (4.40) Wyktadu 4

1
g(w): mRekp 10(@ )>+ <p-1o(w )>+ <p01(w )>+ <p0_1(w )>] ) (5.6)

gdzie (k|(p(@))1)= (p,@)), Kkil=10-1.

Zgodnie ze wzorem (3.37) Wyktadu 3 mozemy zapisaé
(1@)) = (10,0 * (pux0)) (57)

gdzie (p,(x,,0)), i= 1,2 sa rozwiazaniem uktadu rownan

W <p (X0 )> = (0, (x) - W)<p (X0 )>+ W<pk1(x27w )>+ <,0 (X1 = 0)> 5 (5.8a)
i <P kl(x29w)> - W<pkl(x17w )>+ (10 4 (x,) - W)<p kz(xzaw)>+ <pk1(x27t: 0)> . (5.8b)

Zakladajac, ze C= (p,(x,1= 0))= (p,,(x,,t= 0))= const, uklad réwnan (5.8) w jawnej

postaci mozemy zapisa¢ nastgpujaco

(i = i0 o + WP 1o (x,,0)) = W(p,p(x,,0)) = C |, (5.9a)
= WP 1(x,0))+ (0 = i 5y + W)(P1o(x,,0)) = C | (5.9b)
(0 + 0 gy + WP oy (x,0)) = WP oy (x,0)) = C (5.10a)
= WP o (x,0)) + (0 +i0 gy + WP (x,,0))= C . (5.10b)

Tu, zgodnie ze wzorami (4.42): ©14(x;) = 0_1o(X;) = W , 0 (X)) = 0. (x,)= ~0

Rozwigzanie uktadu rownan (5.9) ma postaé

C -W ‘
) C i(w-wy)tW
(P:0) iW-wy)t W -w |
-w iW-wy)t W

W+ - w0y,)

- C : , 5.11
(0 - 0 ) - 0 ,)t IW(20 - 0y - 0y,) (5.11a)
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iW-wy)t W K‘

-w K
(P10 (x2,0)) = iW-wy)*t W -w
-w (W-wy)t W

W+ i - 0,)
- (- le)(w - wQ2)+ i (2w - Wo - sz) .

Skad otrzymujemy

AW+ 20 - 0y - 0 y,)

<p10(w )>: <p10(x1,a) )>+ <p10(x2,a) )>: C

Oznaczajac znOw

w w

Ql+ 02

W,
2
Ao =w-a,

W w

o Yoo,

2 b
zapiszmy wzor (5.12) jako
W+ b w
Aw?-0°-i2Whw

Tu skorzystaliémy ze wzoréw Wy =@ +0 W, =@ -0

Ze wzoru (5.14) znajdujemy

- (w - le)(w - wQ2)+ iw (20 - Wo - wgz)

QW+ ibw QW+ ibw)hw?-0>+ i2Whw)
w)=-2C =-2C =
(Pu@) ho?-8%-i2Wbw Bw?-0°)+ 4o’
2 2 _ 52 2
- 2C 2W0 _,2CAw(Aw I+ 4W-hw ’

1
Qo’-8°)Y+ 40’ Bw>-3°)+ 40’
oraz

c QW35
(W-T)Y-0>)+4Ww-m)

Re[(p0(0))# (p_ol0))] = 4

W podobny sposob dla uktadu réwnan (5.10) znajdujemy
Rekp 0.-1(@ )> * <,00,1(0) )>‘ - Re’<,010(' w )> t <P -10(' w )>] -

c 2W5
(W+@) -8 +4W*w+a)
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Zadanie: Udowodni¢ wzor (5.17).
Biorac pod uwage wzory (5.16) 1 (5.17), ze wzoru (5.6) otrzymujemy

glo)= s Rel(pn@))+ (9000 * (00 @)+ {9 @)

5 QW5 2
(W-T)Y-02)+4Ww-0)

(5.18)

We wzorze (5.18) -~ » < W < w |
Z poréwnania (5.18) ze wzorem (4.59) widzimy, ze zastosowanie do rozwigzania

uktadu réwnan (5.1) przeksztatcenia Fouriera daje ten sam wynik.
5.2. Stochastyczne réwnania Liouville’a a funkcje autokorelacji
W NMR czesto mamy do czynienia z obliczeniami funkcji autokorelacji postaci

At A, gdzie A(t) - losowa funkcja czasu. Jako przyklad rozwazmy obliczenie funkcji

autokorelacji (bedziemy ja nazywac prosto funkcja korelacji), ktéra, jak zobaczymy dalej,
odgrywa wazng rol¢ w rozwazaniu NMR uktadéw spinowych z oddziatywaniami dipol-

dipolowymi

He' )= Ky a,@@a,@ @)= KY Byt (5.19)

gdzie K = %y“hzl(ﬂ 1)% i a,(= R@0)(1- 3c0s*8,,(1)).
We wzorze (5.19) (-..) oznacza usredniony po losowym zmiennym R;(?) i 8,(¢)
iloczyn a;(t")a,(t") dipolowego oddziatywania pary spinéw - j. Oznaczmy GU(Q (1)) =

a, ()= Rif(t)(l - 3cos’f, (t)) . Wtedy dla funkcji korelacji hg,-(l‘ 't /) mozemy zapisaé

h (") = a;Q (e, Q@)=Y PQ "0 .1 )@ ,)aij(Q ) ' 590
. (5.20)

Zalozmy, ze losowy proces Q (f) jest stacjonarnym procesem Markowa. Dla stacjonarnego

procesu Markowa
Plo .50 ,.¢)= Pla,)P(2,.010,.1, (5.21)

gdzie = ¢' - ', a zatem

hy(t) = Z Pla,)P@ 010 T ( l)aij(Q m) (5.22)
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Jako przyktad obliczenia funkcji korelacji (5.22) rozwazmy najprostszy model
przeskokow drobiny (patrz § 3.2), czyli model przeskokéw grupy molekularne; pomiedzy

kilkoma (7) rownowaznymi minimami energii potencjalnejQ , (/= 12,...,n). Ze wzoréw

(3.21)1(3.22) mamy

P@ =L, P@ 010,07 ~[1- exp(- )]+ exp(- ), . (523
n n T T

c c

Przypomnijmy, ze we wzorze (5.23) t> 0.

Po podstawieniu (5.23) do wzoru (5.22) znajdujemy

= 5 Tal -t/T, 1 _
(@)= " ;Z a;@ )+ (1-¢" )FZM a,; (@ )a; Q)=

, (5.24)
- (‘7;'1)2 * 2 ) (C_li/')z le "
gdzie
—|_ 1 2
(al-i)— ;Z a; Q) , (5.25)
_\_ 1
(a,)- ;Z a;(Q ). (5.26)
Z uwzglednieniem (5.24) dla funkcji korelacji znajdujemy
- _ _ 2, 0 ) _ 2l -t/ o
W)= KY (@)= KY @) + 0Ky |aj|- KY (@) pe''" =
i rj 0 7 i il (5.27)
= M, + (M, - M) e
Tu
) - — 2
M, Ky (a;) i M,= Ky (@) (5.28)
LJ LJ

5.3. Funkcja korelacji w przypadku istnienia dwoch niezaleznych ruchow jader

Czgsto w ciatach statych jadra magnetyczne w grupach molekularnych moga wykona¢

kilka statystycznie niezaleznych ruchow cieplnych. Na przyktad protony w grupach CH,
moga, przy rotacji grupy CH; dookota osi symetrii trojkrotnej grupy, zmienia¢ swoje

potozenie w przestrzeni. Oprocz tego grupa CH; moze jako cato$¢ wykonaé jaki$ dodatkowe

ruchy (na przyktad przestrzennie poruszajac — dyfundujac, albo rotujagc dookota innej osi

46



symetrii w krysztale) wskutek czego protony w grupach CH,; bedg zajmowaé w sieci
krystalicznej dodatkowe potozenia.

Drugi przyktad - w natrolicie molekuty wody wykonujg 180° rotacje dookota
dwusiecznej trdjkata rownoramiennego H - O- H . To jest pierwszy losowy ruch protonow
molekuty wody w natrolicie. Oprécz tego molekuty wody wykonuja ruchy dyfuzyjne (skacza
z jednego miejsca rownowagowego do drugiego w kanatach natrolitu) i to jest drugi rodzaj
ruchow cieplnych protonow w strukturze natrolitu).

Rozwazmy najpierw ogolny model obliczenia funkcji korelacji

h; &',t=a i (t"a p (t') w przypadku istnienia kilku rodzajow ruchéw grupy molekularnej w
krysztale. Przypu$¢my, ze grupa molekularna w krysztale moze wskutek ruchow termicznych

grupy zajmowaé k potozen Q . . . W kazdym z takich polozen, oznaczonych indeksami s,

(m=12,...,k), grupa molekularna wykonuje skoki pomiedzy 7,, potozeniami s,,, s, , s, ...

Mozemy zapisa¢ funkcje korelacji %, (t",¢") dla pary jader i i J jako

hif (t// ? t/) - Z P[Q S152-+ 5 (t// )Q s{sé...s,/{ (t/ )] Daif (Q 51825k ) Daij (Q s{sé...s,/f ) . (529)

8150 e erSE3S] 5eeesSk

Tu PO, , @ o s N - prawdopodobienstwo tego, ze w chwili ¢= ¢”, losowa funkcja

a,(?) rowna sie @;(Q . . ),aw chwili 7= ¢, losowa funkcja @;(?) réwna sie %; Q s, ).

/
2+--Sk

We wzorze (5.29) wskazniki s, i s, (m=12,...,k) oznaczaja rézne miejsca w sieci
krystalicznej dla m -go termicznie aktywowanego procesu.

Bedziemy =zakladaé, ze £k termicznie aktywowanych ruchéw sa statystycznie

niezalezne. Wtedy prawdopodobienstwo P19 . (¢ 0 slsh...s! (t")] moze by¢ zapisane jako

iloczyn
k
P[Q S1S2-+Sk (t//)Q S{SE‘..S;/{ (t/)] - |-| P[Q Sm (t//)Q s) (t/) > (530)
m=1 "
a zatem
k
=Y ] PR @D, (O10a,@ )@ ) L (5.31)
SLeeesSE3S] peensSp M=1
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Tu PO, (¢ ol . Nl jest prawdopodobienstwem tego, ze w chwili 7= ¢/, losowa funkcja
a;(t) rowna si¢ @;(@, ), a w chwili 7= ¢, losowa funkcja @,(t) rowna si¢ @;(Q ).

Prawdopodobienstwo ~ P[Q ; (¢ A . (@ ] opisuje M-ty (m=12,..,k) termicznie

aktywowany proces sposrdd & niezaleznych ruchow.

Jezeli zat6zmy, ze niezalezne molekularne ruchy mozna uwazaé za stacjonarne

stochastyczne procesy Markowa, to prawdopodobienstwo FIQ ("0 s (f/)], v/

uwzglednieniem (5.23), mozemy zapisac jako

1810 t O t
PO R e L expE— —Em expE— —Ems 2 6m
m nm @nm D om D om mSm @

Tu n,, jest liczba miejsc w sieci krystalicznej dla 7 -go termicznie aktywowanego procesu;

.. -czas korelacji dla tego procesu. We wzorze (5.32) ¢ = ‘f// - l/‘ >0,

Podstawiajac (5.32) do (5.31) ostatecznie otrzymujemy

fo1g1 0 ¢ [0 t ]
no= 3] e GXPE'T_ED‘WQD“U(Q a0 ) (533)

SpaeeesSg 58] aeeesS M1 nm ﬁnm D cm D cm

Jako przyktad zastosowania wzoru (5.33) rozwazmy nastepujacy model. Zaldézmy, ze
krysztat zawiera dwie grupy molekularne, ktore wykonuja rozne niezalezne od siebie ruchy
reorientacyjne. To moga by¢, na przyklad dwie chemicznie identyczne ale nie rownowazne
dynamicznie grupy molekularne. Oznaczmy jadra magnetyczne (niech to beda protony) jedne;j
grupy (I) molekularnej wskaznikami i i J, a jadra magnetyczne (protony) drugiej grupy (IT)

wskaznikami 0 i f . Wtedy funkcje korelacji /(f) mozemy zapisa¢ w postaci

h(t)= h(t)+ hy(t)+ h, (1) , (5.34)
gdzie
h(t) = KZ a;(0)a,(t) (5.35)
7
funkcja korelacji jader i i J,
hy (1) = KC,Z,,W , (5.36)

funkcja korelacji jader 0 i f§ ,
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hy, (1) = KZ a, (0)a,, (1) , (5.37)

funkcja korelacji jader i 1 @ roznych grup mobilnie nie rOwnowaznych.

Zatbzmy, ze grupa zawierajaca jadra i i J wykonuje ruch z czasem korelacji 7., a
grupa, zawierajaca jadra 0 i f wykonuje ruch z czasem korelacji T.,. Oznaczaja jadra
roznych grup I jako 7 i ', a jadra réznych grup Il jako ¢ i ¢ ' zapiszmy funkcji autokorelacji

h,(t) i h,(t) w postaci

B B0+ B (539)
hy(t) = W (0)+ by (1) (5.39)
gdzie
B0 KY 4,000 (540
hlinter(t) = KZ aﬁ,(O)aﬁ, () , (5.41)
by (1) = KE g (0)a (1) (5.42)
a,p
M (£) = Kz a,, (0a, (1) (5.43)

Jadra jednej grupy molekularnej uczestniczg tylko w jednym ruchu molekularnym, a zatem,

zgodnie z (5.27)

_ _ . . 0 ¢0O
hlmtm(t) - <M;}tm>+ (M;r}tra - <M;r}tm>)epo' TLH , (544)
cl
. . . . 0 ¢ 0
B (o) = (M) (v - <M;;3’“>)expg— TLE | (5.45)
c2
Tu
01 & i
intra\ - L
s kg fu
intra \ — DL “‘ D2
(M) = Kaz,,, i gﬂ @)1 (5.47b)
M= KY ay (5.47¢)
1,]
My = Kazﬁ a (5.47d)
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Para jader i - i/ (jak rOwniez para jader ¢ - ¢ ') uczestniczy w dwoch typach ruchow
(jadra i i i’ to sg jadra roznych grup molekularnych wykonujgcych ruchy reorientacyjne).
Wtedy, korzystajac ze wzordow (5.19) 1 (5.33) tatwo natychmiast zapisa¢ wzory na funkcje

autokorelacji 4" (¢) i A" (¢)

w0 (ag) o)+ o), - 2{oas),Jownr 2
cl
inter inter inter inter D 2t D
i (M21 t <M21 >12 ) <M21 >1 ) <M21 >2)GXPE_ 1 (5.48)
cl

B0 (57, + (M), + (), - 2 Jexor Lo

0 Tell
. . . . 0 i
loasi+ (uaz) - (o), - () Jewo - 20 (5.49)
Tu
2
inter - Dl = 1 ! D
e,y B f e ] 550
e\ _ e 018 0
(M3 >1WZ En_uzlzla”/m i (5.50b)
e\ _ e D1 & 0
(M) = W[ oL a@r (5.50¢)
M WY (5.50d)

W podobny sposob s okreslone wielkosci <M ;}tfr> s <M ;}tfr> , <M ;}tfr> 1My

2

. 01 = 1 ™ [
MY =Wy —Y —V a ,(Q ) (5.51a)
< 21 >12 az’a/sz L.m, ;:1 aa plp2 :
2
inter Dl o D
(M) =wy ) 4, @,00 (5.51b)
o/ 0" pl=1 0
2
i I 0
Mmter =774 D—Z a ,(Q )D 5 (SSIC)
< 2 >2 HZI om, Ay aa P2 -
M= W) (5.51d)
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Para jader i - 0 uczestniczy w dwoch typach ruchow cieplnych, a zatem otrzymujemy

nastepujacy wzor na funkcje autokorelacji /,, ()

hlnzqter(t) - <M;}t_e;1 >12 + (<M2ir}t_e;1 >2 - <M2ir};e’>l2)exp§‘ Tt §+
cl

vz, - (v, Jewoge 00

i (M . <M ;}t-e;1>12 i <M ;}t-e;1>1 i <M s >2)€Xp%- ELJF LE’ :

I -

D Tcl TCZ

Tu

2

<]\421t11>1 WZ E%Z au(Q p)H

0y il

<M;}t 11>2 - WE H%zlaam p)H
I} D

Po podstawieniu przedstawionych wyzej wzorow do wzoru (5.34) otrzymujemy

0 ¢LO 0 ¢ 0O
h(t)= K, + K, exp[- _D+ K, exp[- _D+
0 Tal 0 Teall

0 2¢0 0 2¢0 001 1 00
t K expp- 0t K, exprr 0t Ksexp- t 10,
D Tch D cZD D cl Tc2 D

gdzie
K,

(M )+ (M3 )+ <M;*;‘”>l ' <M§;;”> +(M35),.

K= M = (e (), ),

/\/\

Ky = M- (M3 )+ (M), + (M), - 25
Ky = (Mg s (M)
K= Ml s (M), - (M), -

- inter inter _ inter _ inter
KS - MZI-II t <Z\421-Il>12 <j\421—11>l <M21—11>2-

(5.52)

(5.53a)

(5.53b)

(5.53¢)

(5.53d)

(5.54)

(5.552)

> < 2 11>2 B <M21 11> , (5.55b)

<M;}t 11> <M;}t—e;1 >12 ,(5.55¢)

(5.55d)

(5.55¢€)

(5.55f)



