Wyklad 4
4.1. Rozwiazanie stochastycznego rownania Liouville’a dla dychotomicznego procesu

Rozwazmy przypadek dla ktorego liczba mozliwych wartoéci zmiennej losowej X (7)

jest towna 2, tj. X(f) moze przyjmowa¢ tylko dwie warto$ci x; i X,. Stochastyczne rOwnanie

Liouville’a dla usrednionego czg$ciowo operatora macierzy gestosci <P (xy,t )> ma postac

%<p (0) = (0 (3, 2)) HGD)* 0 (,0) + W3y (p (x,,0)) (4.1)
%@ (xzat)> = il<p (xzat)>’H(x2)] * VV]2<p (xl’t)> t VV22<p (xzat)> . 4.2)

Przypusémy, ze wiemy wiasne funkcje i warto$ci wiasne Hamiltonianu H(x,), tj. wiemy

rozwigzania roOwnania (% = 1)
H(xl)|£/J k> =W k(xi)|w k> . (4.3)

Wprowadzajac oznaczenia

<¢’ k|<p (xi»f)>|¢/ 1> = <pkl(xi3t)>

, (4.4)
W H ) - @G )= 0,60)7 0,060)F 0,(x)
zapiszmy uktad rownan (4.1) w nastepujacej postaci
d _.
E<p kl(xl’t)> = (0, (x) W11)<p kl(xl’t)> * W21<p kl(xz’t)> ) (4.5a)
d .
E<p kz(xzat)> = Wl2<p kl(x1’t> (0, (X)) * sz)<p k,(xz,t)> . (4.5b)
Rownanie charakterystyczne uktadu réwnan (4.5) ma postaé
0, (x)+ W, -1 . Wy -0 (4.6)
W, 10, (X)) + Wy =)
Skad
A7-) ’iwlk(xl) tiw, (x)+ W+ sz] *
4.7)

#0000, 06y) + W Wy = Wil + 0, (W, + 10, ()W, ] = 0

Rozwigzanie rOwnania (4.7) ma postaé
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b

7. .
Al,z = E[lwlk(xl)+ i, (x,)+ W+ sz]i ‘/E

gdzie

-0, ()t W, - I/sz]z '

] i0, (%)
K= W+ [0 ;

(4.8)

(4.9)

Przypus¢my, ze prawdopodobienstwo przejscia od stanu x; do stanu X, jest rowne

prawdopodobienstwu przejscia od stanu x, do stanu X, czyli
Dla proceso6w Markowa

L V=0,

a zatem znajdujemy, ze
VV11+W12:0“ VVll:_VVIZ:_W7
W22+VV21:0“ szz_VVm:_W'

Oznaczajac

Q0 = Wy (X))t 0y (x,)
lk 2 H

- Wy (%) = 0y (x,)
lk 2 s

1 biorgc pod uwagg (4.10) i (4.12), wzor (4.8) mozemy zapisa¢ w postaci
Moo= Q- W W= 0% .
A wigc dla ogdlnego rozwigzania rownania (4.5) znajdujemy
<plk(x15t)> - al(l)eA "4 agl)eht’
<p " (xz,t)> - al(Z)e/\ n + a;Z)eA zt.
Wspotezynniki @’ (i, j = 1,2) otrzymujemy rozwiazujac uktad rownan
(10, (x)+ Wy, = 4 )a” + Wya = 0,

VV]Zai(l) (0, ()t W, - /‘i)ai(Z) =0.
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(4.10)

4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)
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Z tego uktadu réwnan mozemy znalezé tylko stosunek a'> /a'”

(2) -7 -
a, . Ay m 0, (x) - Wy
) :
a, W

Uwzgledniajac (4.10) 1 (4.12), ze wzoru (4.19) otrzymujemy

(2) _ 2_ 2
_a” bty - A

Cl = =
" W ’
. 2 2
: agz) b, - W=D
GE—5- .
a, w

Ze wzorow

<p1k(x1,t)> = al(l)eA" + aél)eAzx
(0, (xy,0)) = aPe' + alPe’™

znajdujemy, ze przy ¢ = 0 mamy

Gy = <plk(xl’0)> = al(l) * agl)

¢y = (04 (x,0))7 @+ @7

(4.19)

(4.20)

4.21)

(4.22)

(4.23)

Cztery rownania (4.20), (4.21) i (4.23) pozwalajg znalezé wspodtezynniki @ (i,j = 1,2).

Oznaczajac y, = a'”; y,= a”; y,= a"; y, = a” mozemy zapisaé

oyt ys =0,
Tyt y, =0,
=Nt Vo
Cy= )yt y4..

Ten uktad rownan ma doktadnie jedno rozwigzanie okreslone wzorami Cramera

D
xk - Ek »
gdzie
1 1 00
0 0 11
D= =6 ¢
- q 1 0
0 -¢, 01
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jest glownym wyznacznikiem ukfadu rownan (4.24), a D, jest wyznacznikiem otrzymanym z

D przez zastgpienie odpowiednich elementow stojacych w & - tej kolumnie wyznacznika D

elementami ¢;,¢,,0,0 . Latwo wyliczy¢, ze

c 0 0
0 11 0 11 1 0 O
c
D= ¢ 0 1 O-¢| 0 1 0=cei-c,-
0 0 10
-¢, 01 -¢, 01 , (4.27a)
0 -¢, 01
= cz< kl(x1’0)> - <P kl(x2’0)>
0 0
. “ Dol o1
c
D, = ! : 0: 0 I O-¢l¢ 1 0=c,-cey=
. 001 |0 01 . (427b)
0 0 1
= <P K (x2,0)> - C1<p (% ,O)>
boa 9 1] 0
0 0 ¢ 1 “ “
D, = 0 (; 0= 0 0 O-¢|0 ¢ Ij=-cc,t o=
-c
: -¢, 0 1| ¢ 01 , (4.27¢)
-¢, 0 1
= _cl<p kl(x2’0)>_ <P kz(x1a0)>
1 1 0 ¢
0 o 1 0 I ¢ 1 0 c
D, = 0 1 c(;: 0 I O|-¢l 0 1 c¢l=ce-cee-=
-c
: -¢, 0 0 ¢ 0 1 . (4.27d)
0 -¢, 0 0

= Cz<p K (x2,0)> * <p (X 90)>
Tu uwzglednilismy, ze
cc, = -1, (4.28)

] (2)

Biorgc pod uwage wzory (4.26) i (4.27) dla wspotczynnikow a;” 1 a;” otrzymujemy

nastgpujacy wzory
D 1
a® = 31: - Cl[cz<pkl(x”0)>_ <pk,(x2,0)>}, (4.292)
D 1
ay’ = 32 - & {' C1<p kl(x170)> t <,0 kl(x290)>} s (4.29b)
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01(2) = %: o - c [_ <pkz(x1>0)>_ Cl<p kl(x2’0)>] , (4.29¢)
ay’ = % - . } B {<pk1(xl’0)>+ Cz<pkz(x250)>} . (4.29d)

Po podstawieniu (4.29) do (4.22) i uwzgledniajac wzory (4.20) i (4.21) otrzymujemy

<pkl(x17t)> - exp[(iQ " W)t] D[Fi(t)<p kl(xl’0)> ¥

¢ R w(p a0 Wp (00 - (4.30a)
\/W2 - Azlk H

<P k;(xz,t)> = exp’(iQ 0 W)t] D’E(f)<p kl(x2a0)> *

i 1 (P4 (x,,0)) + W<pk,(xl,0)>% , (4.30b)

+ F(t)-
? NS i

gdzie

2F (1) = exp(z‘qlW2 - AzlkJ+ exp(- LW - 02, ),
2F,(1) = exp(t1/W2 . Az,k)- exp(— tNW? - b3, )

Catkowicie usredniony operator macierzy gestosci (0 ,,(1)) otrzymujemy ze wzoru: (p ,(¢)) =

4.31)

- <pkl(x17t)> * <P kz(xzat)> . A zatem

(b)) expllin , - )] TR p, 0))+
W (P (0))+ i, [(p 0 (x,,00) = (9 (x,,0)] (4.32)

t F(7)
2 \/VV2 - Azlk

0
0
H

4.2. Widmo NMR ruchomego jadra deuteru *H

Jako przykltad zastosowania wzoru (4.32) rozwazmy obliczenia widma NMR jadra
deuteru, ktore wykonuje skoki pomiedzy dwoma polozeniami 1 przypusémy, ze
prawdopodobienstwo przejscia od jednego stanu (x;) do drugiego stanu (Xx,) jest rowne

prawdopodobienstwu przejscia od stanu x, do stanu X, czyli
Wo=Wy=W. (4.33)

Hamiltonian H(x;) (= 1,2) jadra deuteru (/ = 1) mozemy zapisa¢ jako
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H(x)= 0512(x), (4.34)

gdzie 0y, - czestos¢ kwadrupolowego oddziatywania jadra w potozeniu i = 1,2
Zadanie: Hamiltonian dipol-dipolowego oddzialywania dwoch jader o spinie
I, = I, = 1/2 w przyblizeniu silnego zewngtrznego statego pola B, ma posta¢ (2= 1)
H,= 24211, - 1.1, - 1,1,]

gdzie

as %ythﬂ(P 3cos29).

Udowodni¢, ze ten Hamiltonian mozemy zapisa¢ w postaci

H, - aglf - %1(1+ 1)5,
gdzie .= 1,+1,,.

Zatézmy teraz, ze w poczatkowej chwili 7= 0 uklad jader znajduje si¢ w stanie
rOwnowagi termicznej 1 operator macierzy gestosci uktadu w stanie X;, w przyblizeniu
silnego zewngtrznego pola magnetycznego o indukcji By, tj. w przyblizeniu gdy czestosé
Larmora @, = VB, >> @,,, ma posta¢ (w jednostkach czestosci katowej, czyli przyjmujac, ze

h=1)

w1 (x,,0)
x.,0) ~ ex H- OZ—”H~] x.,0). )
p (x,,0) Pl KT F -(x;,0) (4.35)
Tu 1.(x,,0)= 1.(x,,0)= 1./2, a zatem
p(O) NIZ = Iz(xl’0)+ ]z(XZ’O)' (4'36)

Sygnat precesji swobodnej opisuje wzor

(o (1)1}

G.(f) =
o(®) T2

(4.37)

Poniewaz operator I, w przedstawieniu wiasnych funkcji Hamiltonianu (4.34) (

I.|m)= m|m), m=-1,0,1) ma niezerowymi tylko nastepujace elementy macierzowe

z

(110} = (- 112J0)= {OI2.J1= {olr - 1)= =, @39
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dla sladu w mianowniku we wzorze (4.37) znajdujemy

pm%z<ﬂumimmﬂmmy4%%g=z

m

Bioragc pod uwagg (4.38) i (4.39), zapiszmy wzor (4.37) w postaci
1
Golt)= 5 75 (P 10®)* (0-0@) * o)+ (00 )],

Obliczymy teraz macierzowe elementy (p (1)) . Zgodnie z (4.3) i (4.34)

W,(x)= 0 (x)= W, wo(xi): 0,

a zatem
W0(x) = 0 0(x) = Wo
Wo(x)= 0o (x)= Wy,
oraz
W, 1t
QIO:QIO: ¢ QIE(‘T’
2
W, tw
Q=04 = le_w—’
2
0] W
_ _ %Yo 02 _
AIO_A 10~ ) =0 ’
W W
bo=bg,=- le Zz-0

Zakladajac, ze <P e (x1,0)> = <P 4 (x2:0)> ze wzoru (4.32) znajdujemy

0
@Mm=mﬁﬂm-mﬁﬂﬂm+3077;7§$@Mmy

Rozwazmy teraz trzy przypadki: 1) W> < A3 ;2) W= 0% 3) W?> A3, .

1) W pierwszym przypadku W> < A% | ze wzoru (4.31) mamy

W - Azlk)+ %exp

1
F(1)= 5Xp

1
Fy(1) = 5XP
gdzie
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- tyW - Azlk): cos(t/A% - W?) = cos(@l ,t),
t\W? - Azlk)- %exp(- t\W? - Azlk): isin(t/A% - W?) = isin(a 1),

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42a)

(4.42b)

(4.43a)

(4.43b)

(4.43¢)

(4.43d)

(4.44)

(4.45)



0, =02 - W= NE -WP=q, (4.46)
a zatem

(0,00} (o0 = exllid - W) W|Ccosla )+ Lsinla | o), @470

<P 01(t)> = <P 0—1(t)> = eXp[(_ i - W) Dt] DECOS(G t) ¥ azsm(a t)% D<p 01(0)> . (4.47b)

Po podstawieniu wzoréow (4.47) do (4.40) i uwzglednieniu, ze <p10(0)> = <p 01(0)> =1/2 ,

znajdujemy

G, (1) = cos|@t)exp(- Wi) DECOS((J f)+ alsin(a Z)E , (4.48)

2) W drugim przypadku W? = A, | ze wzoru (4.31) mamy

E@=1  E@/tyW*-1% =1 (4.49)

a zatem
(po(0)= (p_,p(0) = %expl(iw_ - w)u|dis wr) (4.50a)
(001 ()= (p ()= %eml(- i@ - w) o1+ wi) (4.50b)

Po podstawieniu wzoréw (4.50) do (4.40), znajdujemy

G,(t) = cos(a)_t) exp(- Wt) D(1+ Wt) ) 4.51)

3) W trzecim przypadku W?> A3, ze wzoru (4.31) mamy
p

F(¢) = cosh(ty/W? - b3,) = cosh(B1),

Fy(f) = sinh(t)fW? - 02,) = sinh(B ), (4.52)
gdzie

a5 TRy <0 (4.53)
A zatem

(0u®)= (p-1(0) = 75 exellia~ W) 3] Teosh{Be] + Tsimh{pe) . (8.540
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1 0 /4 I
= = - - i - W|t|Ucosh —sinh
(po®)= {p0.1(0)= Zsexpll- i - W) fpos (B2)+ g sin (ﬂt)H . (4.54b)
Po podstawieniu wzoréw (4.54) do (4.40), znajdujemy
_ 0 w . 0
G,() = cos(w t) exp(- Wt) DHcosh(/}t) + ﬁ—smh(ﬁZ)H ) (4.55)
Wykorzystujac wzory (4.48), (4.51) 1 (4.55) znajdziemy wzory na ksztatt linii NMR,

ktory, jak wiemy jest zwiazany z sygnatem G,(f) przeksztalceniem Fouriera

R

F@)= Fl/0)= -

}f (e ™'dt (4.56)

Zeby znalez¢ ksztatt linii NMR skorzystamy ze wzorow

W(W2+ w2+ Az)

- Wt -
Fle " coshi] = e i T (4.57a)
w1 At ?
Fle " sind )= (W2+(w2+ sz)z_ 42) e (4.57b)
(Wz t - pz)
Fle"enpt]- FERpENS o (4.57¢)
(Wz_ 02- pz)
Fle shpt] = o s Tran (4.57d)
Stosujac wzory (4.57a,b) ze wzoru (4.48) otrzymujemy
] Wbt WP - bt a?)
gb)= FlG,)]= | (szAwi+)a 2)2(_ 4sz .
2W5 . 2W5 L (4s8)

) (Aw2+ 52)2— 4Aw2(52- Wz) Bot-200%2+ 400 W+ 5"
Tuldw=w-0.
W podobny sposéb, stosujac wzory (4.57¢c,d) ze wzoru (4.55) otrzymujemy

Wi+ 8- g2+ wim-b02- 52

g(bw)= FlG,()] = Wi b0 g s aba’p
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2w 25
: L (459
(bo2+ a2+ an0(w?-62) [bo*-200%%+ dbo w3+ 67 (359
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