Wyklad 3
3.1. Rozwiazanie r6wnan Smoluchowskiego w przypadku dychotomicznej zmiennej
Zmienng dychotomiczng nazywajg taka zmienng losowg X(f), ktéra moze

przyjmowac tylko dwie wartosci x; albo x,. Dla tej zmiennej uktad rownan (2.43) ma postac

W: I/V”P(xi|x],l‘)+ VVzIP(xi|x2’t)= (313—)
6P(xé|tx2,t) - W Plx | xt) + W Plx | x,01) (3.1b)

gdzie i = 1 albo 2.
Przypus¢émy, ze W, =W, , a wiec W, = W,,= -W . Ten przypadek odpowiada
sytuacji, kiedy prawdopodobienstwa przejs¢ 1 - 2 1 2 - 1 sg rowne siebie.

Wprowadzajac oznaczenia

a, = P(xi|x1’t) 1 a,= P(xi |x2,t)

b

zapiszmy uktad réwnan (3.1) w postaci

a‘s# = -Wa,(t)+ Wa,(1), (3.2a)
acgzt(’) = Way (1) - Way (7). (3.2b)

Roéwnanie charakterystyczne uktadu réwnan rézniczkowych (3.2) ma postaé

-w-) W
=(w+d)-wr=o.
woo-w-
Skad
120 i Ay=-2w (3.3)

A wigc og6lne rozwigzanie ukladu rownan (3.2) ma postaé

-y, () 2w
al(t) - q ¥ a, e s

a,t)= a?+ aPe .

(3.4)

Wspotezynniki @\ (i,/ = 1,2) znajdziemy rozwiazujac uktad rownan
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(W= ol il = o
Wa® + (- w-).)a® = 0.

Skad znajdujemy
a? = Maf]) (3.5)
w
Ze wzoru (3.5) wynika, ze
1,=0 a?=a"za;
V=2 a®=-az b,
A zatem ze wzoru (3.4) mamy
a,(t)= a- be™",
(3.6)
a,(t)= a+ be ™.
Przy t= 0 ze wzorow (3.6) otrzymujemy
a,(0) = P(xl. |x1,0) 20,=a- b,
(3.7)
a,(0)= P(x,|x,,0)28,,= a+b.
Z tego uktadu rownan znajdujemy
= saz Lo, 00,
) (3.8)
af) = 'agl) =b= 5(61'2 - 61‘1)‘
Biorac pod uwagg (3.8) ze wzoru (3.4) otrzymujemy
P('xi | xlvt) =+ aye M = %(51'1 ¥ 51‘2) t %(51‘1 B 51‘2)9-2%’
: | (3.9)
P(xi | xz,t) =atay)e? 5(51'1 t 5i2) * 5(51‘2 B 5il)e_2Wt‘
Skad mamy
X, = X
1 )
P - - 1+ 2wt
b )= e ) (3.10a)

—

Plx, | x,.1) = —(1- e ZW').

\S)
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(3.10b)

Albo

Plx | x,1) = l(1+ e'ZW’) i=12
21 G.11)
P(xl. ]xj,t) = 5(1- e'th) itj

Zadanie: Znalez¢ rozwigzanie uktadu rownan (3.1) zaktadajac, ze W), # W,,.
3.2. Model przeskokow drobiny

Jako drugi przyklad zastosowania 1 rozwigzania rownania Smoluchowskiego
rozwazmy najprostszy model przeskokéw grupy molekularnej pomigdzy kilkoma
rownowaznymi minimami energii potencjalnejQ , (/= 1,2,...,n). Bedziemy zakladaé, ze
proces przeskokéw losowy jest stacjonarnym procesem Markowa. Dla stacjonarnych
procesdbw Markowa, zgodnie z (2.43), prawdopodobienstwo warunkowe P(Q,,0(Q ,,7)

spetnia réwnanie Smoluchowskiego:

a n
—P@Q 002 ,,.0)= Z PQ 010,00/, , (3.12)
0t =
z warunkami;:
P@,010,.0)=0,, . (3.13)
z P@Q,01Q,,0)=1, (3.14)
m=1
Y Wi =0. (3.15)
m=1
Zakladajac, ze ([ # m)
wo=
mT o (3.16)

z rébwnania (3.15) znajdujemy:

&

(3.17)
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Biorac pod uwage réwnania (3.16), (3.17) oraz (3.14) mozemy zapisa¢ rownanie (3.12) w

postaci:
;—tP(Q 012 ,,0= P@,,00Q .00, + Z P@Q,,01Q .00,
(2}
1-n 1
= PQ,0[Q,0+—3% P@Q,,0[Q,.7)
nt nt &,
, (3.18)
1-n 1 1
= _P(Q laO‘Q lst)_ _P(Q laO‘Q lat)+ _
nt, nt, nt,
- _lP(Q1:0|Qlat)+ L
T, nt,
5 P@ 018,02 P@ 012 O, + 5 P@ 010D,
¢t
1 I-n 1
'_P(Q 150|Qlat)+_P(Q 150|Qmat)+_ P(Q 190|Qkat)
[ nt, nt . iam
.(3.19)
= [P@,.0(0 .0)- P@,012,.0)- P@,.0(Q,.0)] (0% m)
nt,
b0 010 0 = - Lp@ 0100
nt, nt, 1, nt,
Roéwnania (3.18) 1 (3.19) maja podobng strukturg i podobne rozwigzania
1 t
P@Q 010 ,.0)= o K Dexp(- T—) . (3.20)
Tu K jest stalg catkowania, ktora mozemy znalez¢ z warunkow poczatkowych (3.13)
1
[=m K=—-1, (3.21)
n
1
[£m K=—. (3.22)
n
Korzystajac z (3.21) 1 (3.22) otrzymujemy
1 t t
P@Q,,01Q,,0)= —[I- exp(- T—)]+ exp(- T—)Délm : (3.23)
Gdy n = 2 ze wzoru (3.23) mamy
! t
PQ,,01Q,,0)= 5[l+ exp(- T—)] , (3.24)
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P@ 010 ,.0)= %[1- exp- D] 15 (3.25)

3.3. Stochastyczne réwnanie Liouville’a

W NMR czesto stosowanym przyblizeniem jest przyblizenie, ktére nazywa sie
potklasycznym. W tym przyblizeniu spiny jadrowe rozwazamy jako wielkosci kwantowe,
natomiast rozwazanie ruchéw cieplnych jader albo drobin pozostaje klasycznym.
Potklasyczne przyblizenie czesto bedziemy wykorzystywali dale;.

Przy istnieniu w badanej probce chaotycznych cieplnych ruchéw jader, Hamiltonian
uktadu spinowego staje sie funkcjg losowa zmiennej X (#) (X(f) oznacza, na przyklad,
orientacje ruchomej molekuty w chwili #) i rownanie Liouville’a dla operatora macierzy

gestosci mozemy zapisaé jako (7= 1)

dp (¢)
dt

ilp (1), H(X(1))]. (3.26)
Podzielimy czasowy odcinek (Z),f) na nieskonczenie mate odcinki: (Z).%); (t.t,); -+
(ty-1»ty = 1) . Rozwazmy pierwszy odcinek (Z),f,) i przypusémy, ze ten odcinek jest na tyle
matym, ze Hamiltonian uktadu H (X (t)) na tym odcinku mozemy uwazaé za staly, tj. nie

zaleznym od czasu, a zatem mozemy zamieni¢ H (X (t)) przez H (xl), gdzie x, - warto$¢

losowej zmiennej X (¢) przy £, 2 ¢2 t,. Rownanie (3.12) mozemy wtedy zapisa¢ jako
dap(t) _ .
PO = 1o 0. 1G], (3.27)

Poniewaz w rownaniu (3.27), ktore jest stuszne przy ¢, 2 ¢ 2 ¢;, Hamiltonian uktadu H (xl) nie

zalezy od czasu, tatwo znalez¢ formalne rozwigzanie tego rOwnania
- -iH A iH (x;)A
p(xoatOQxlotl) = e Mt (xovto)el ot (3.28)

gdzie przez A t, oznaczylismy A7 = £, - £, a X, - warto§¢ X (¢) w poczatkowej chwili 7.

Rozwazmy teraz drugi czasowy odcinek (7,%,) i zndw przypusémy, ze w rOwnaniu
(3.26) mozemy zamieni¢ H(X(?)) przez H(x,), gdzie x, - wartos¢ losowej zmiennej X (¢)
przy t,2 t2 t,. Wtedy dla operatora macierzy gestosci w chwili £, mozemy zapisaé

- iH (x,)b 1,

0 (xy,205%,,115%,,8,) = € 0 (xy,203x,,8, )™ 002 (3.29)
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gdzie Aty = 8, - ¢,.
Przedluzajac tg procedur¢ znajdziemy, ze w chwili ?y =  operator macierzy gestosci
ma postac

1 N

p(xmto;“.;xN’tN: t):ﬂ e—iH(xk)Atkp xo, |'| elH(X[)Al[ (330)
=N 1=

1

gdZie At}\/ = tN - tN-I'

Z otrzymanego rozwigzania (3.30) rownania (3.26) tatwo sprawdzi¢, ze

d
Ep(xo,to;...;xjv,t) =000 (X tys 3%y t), H(xy)] (3.31)

Zadanie: Udowodnic¢ (3.31).
Rozwigzanie (3.30) réwnania Liouville’a (3.26) odpowiada jednej z mozliwych

trajektorii losowej zmiennej X(¢). Dla tego zeby znalezé uSredniony po wszystkich
trajektoriach X (f) operator macierzy gestosci (P (£)), musimy usredni¢ (3.30) po funkcji

rozktadu P{xg.ty;...;%y 1y = 1)

<p (;j)>: Aknqu z Z P(xo,lo;---;xzvat)p(xmto;---;xzv’t) . (3.32)

At;~ 0 Yo X1 N

Przypus$émy teraz, ze stochastyczny proces jest stacjonarnym markowskim procesem.

Zgodnie z definicjg stacjonarnego procesu Markowa
P(xoat();xpt];---;x]vat/v = t) = P(XO)P(XO ’xlﬂrl)“'P(xN-l ’xN’TN) ° (333)

gdzie T, = ¢, - £, 1 X, - warto$¢ X(¢) w chwili X,.

Zdefiniujemy czeSciowo usrednione operatory macierzy gestosci

(0 oty = Tim Y Y oY Pl [0,y PG [T ) Py [yl o)
Avﬂoxl X2 XN-1 ,(334)
Dp(xo,to;xl,tl;...;xN,t)

oraz

(0 Cos))= Y PGP Crg sy D)) (3.35)

Yo

Dla czegsciowo usrednionego operatora macierzy gestosci (3.34) poczatki (przy = £)

oraz konce (w chwili = ¢) wszystkich mozliwych trajektorii losowej zmiennej X (¢)
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znajdujg si¢ (,,utrwalone”) odpowiednio w punkcie X, (poczatek trajektorii) i w punkcie Xy

(koniec trajektorii). Ze wzoréw (3.32) 1 (3.34) wynika, ze

p®)=Y Y PGP (pstysxy.1)) (3.36)

Xo Xy
Dla czeéciowo usrednionego operatora macierzy gestosci (3.35) usrednienie zostalo
wykonane po wszystkich mozliwych trajektoriach losowej zmiennej X (¢), ktore majg konce

w chwili #y = w tym samym punkcie X . Ze wzorow (3.32) 1 (3.35) mamy, ze catkowicie

usredniony operator macierzy gestosci < p(t )> w chwili ¢ opisuje wzor

(@)= (olxy.)) (3.37)

Xy
Znajdziemy teraz réwnania ruchu dla czesciowo usrednionych operatoréw macierzy

gestosci <P (xo,to;xN,t)> i <P (xN,t)>_

Roézniczkujac wzor (3.34) wzgledem ¢ otrzymujemy

d <P (x()ato:xzvat» - m Z 2 Z P(xo | xl’Tl)P(xl | X,,05)

0 X X XN-1
_.DdP(xN_l | X, )0
dt ]

Dp(xo,to;xl,tl;...;x,v,t)+ }llmz z z P(xo\xl,rl)D,(3,3g)

;-0 %1 X2 XN-1

OP(x, | x,,T,) - Py, [ x0T o) D@dﬂ (xo,to;x;ttl;...;xN,t)D

Rozwazmy drugi wyraz po prawej stronie rownania (3.38), ktory oznaczmy jako A4,

4,2 lim§ , ) P(xo|x1,rl)P(x1|x2,[2)...p(xN_l|xN’TN)ngp(xo,to;x;tll;...;xN,t)D |

(3.39)

Biorac pod uwage wzoér (3.31) znajdujemy

A= ilimy Y LY Pl [t ) DP(x [ 2.7 ,) - Pl | Xy ) 00 Gegtis- 3,0, H () |

1,-0 %1 *2 XN-1

(3.40)

Uwzgledniajac wzor (3.34), wzoér (3.40) mozemy zapisa¢ w postaci

- l[ 0 (X tg3xy.t)) H(xN)] (3.41)
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Rozwazmy teraz pierwszy wyraz po prawej stronie rownania (3.38), ktory oznaczmy

jako 4,
. dP
4 1111}132 z Z P(X0|xl,T1)P(xl |xsz2)"'§ (XN_EZLXN’TN)EDP(xo»to§x1»t1§-";xN’t) .
1,-0 X X XN-1
(341
Tul,=8-1,.

Dla stacjonarnych procesow Markowa warunkowa funkcja prawdopodobienstwa

P(xN_1 | xyT N) spetnia rGwnanie Smoluchowskiego (2.39)

0P(x ] xyT )_
NaITNN vl - Zm Plxy., |x,.0,) 07, . (3.42)

Biorac pod uwagg (3.42), oraz (3.30), otrzymujemy

4= F Wolp (500t %,0t]) (3.43)

m

Zadanie: Udowodni¢ wzor (3.43).

Po podstawieniu (3.41) 1 (3.43) do réwnania (3.38) znajdujemy nastgpujace rOwnanie
ruchu dla cze¢sciowo usrednionego operatora macierzy gestosci <,0 (xoato;x19t1)>

%<P (XO’tO;xN’t)> - l’<p (XO’tO;xN’t)>9H(xN)] * Z WmN<p (xo,to;xm,t)> . (3.44)

Latwo przekona¢ si¢, ze rownaniu ruchu dla cze$ciowo usrednionego operatora macierzy

gestosci (P (xy,1)) (3.35) ma postaé

%(P (xXy.1)) = i[(ﬂ(xN,t)>,H(xN)]+ Zm W, (plx,.t)) . (3.45)

Zadanie: Udowodni¢ wzor (3.45).

Réwnania (3.44) 1 (3.45) nosza nazwe stochastycznych réwnan Liouville’a dla
czesciowo usrednionych operator6w macierzy gestosci. Przewaga tych rownan w poréwnaniu
z rdwnaniem Liouville’a (3.26) polega na tym, ze w réwnaniach (3.44) 1 (3.45) Hamiltonian

oddziatywania H nie zalezy od czasu.
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