Wyklad 2

2.1. Gestos¢ prawdopodobienstwa funkcji zmiennej losowej

W zastosowaniach praktycznych czesto spotykamy sie z funkcjami zmiennych

losowych

z= f(%). (2.1)

W tym przypadku zmienna z réwniez staje si¢ zmienna losowg i problem sprowadza si¢ do
znalezienia gesto$ci prawdopodobienstwa p(z) zmiennej z .

Zgodnie z (1.6) srednia warto$¢ statystyczna funkeji (2.1) wynosi

0 [

22 f()= [S()p()dx= [ zp(2)dz . (2.2)

-0 -0

We wzorze (2.2) p(z) jest poszukiwang gesto$cig prawdopodobienstwa zmiennej Z .

Przypusémy, ze istnieje przeksztatcenie odwrotne do przeksztatcenia (2.1)

x= f(2) . (2.3)
Wtedy dla nieskonczenie matych dx i dz mozemy zapisa¢

dx

dz

dx =

dz (2.4)
Podstawiajac (2.1) 1 (2.4) do pierwszej catki w (2.2) znajdujemy

e I Zp[f'l(z)]%

dz = Izp(z)dz ) (2.5)

Skad dla poszukiwanej gestosci prawdopodobienstwa zmienne Z otrzymujemy

_ df '(z
p(2)= plf 1(z)l—f d( ) (2.6)
yA
Jako przyktad zastosowania (2.6) rozwazmy funkcje
2= f(x)= ze"", 2.7)

gdzie z, jest stalg, 1 przypusémy, ze rozklad zmiennej losowej X jest rozkladem normalnym

_ 1 D_ (x- )_c)2
p(x) = \/EU eXpE R

(2.8)

o |
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Przyktadem funkcji (2.8) w spektroskopii NMR jest czas korelacji T, = T exp(U/RT), ktory,

w przypadku przypadkowego rozrzutu energii aktywacji U, staje si¢ funkcjg losowsa
zmiennej U .

Ze wzoru (2.7) mamy
x= f(z)= alnEZEE, (2.9)

Roézniczkujac (2.9)wzgledem z znajdujemy

_x df (2) (Z) a
dz dz z (2.10)

Po podstawieniu (2.9) do wzoru (2.8) mamy

0 (i, - Ta)P
o) \/%0 expl- ME 2.11)

Ze wzoru (2.6) z uwzglednieniem(2.10) znajdujemy

df (z
P plf ()]‘f ).
1 pn lInz-ingf ] (2.12)
Z210 p@ /) '
Tuo_.=0/a.
Oznaczajac

Z:IHZ_EQ

oraz biorgc pod uwagg, ze

dZ = —dz,
z
ze wzoru (2.12) otrzymujemy
1 0z 0
Z)-= exXp- ——1. 2.13
p(Z) \/EJZ p% 205% ( )

Rozktad prawdopodobienstwa (2.13) nosi nazwe logarytmicznie-normalnego (albo krétko -

lognormalnego) rozktadu.
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2.2. Centralne twierdzenie graniczne

Centralne twierdzenie graniczne jest jednym z najwazniejszych twierdzen rachunku
prawdopodobienstwa, uzasadniajgce czeste wystegpowanie w przyrodzie rozkladow
prawdopodobienstw zmiennych losowych zblizonych do rozkladu normalnego. Na podstawie
centralnego twierdzenia granicznego mozna w wielu sytuacjach zaktadaé, ze zmienna losowa,
za pomoca ktorej modelujemy dane zjawisko, ma rozktad bardzo zblizony do rozkladu

normalnego. Centralne twierdzenie graniczne to twierdzenie matematyczne, zgodnie z
ktorym, jezeli mamy zbior niezaleznych zmiennych losowych X;,X,,...,X, o dowolnych

(niekoniecznie takich samych) rozktadach prawdopodobienstwa i o $rednich oraz wariancjach

odpowiednio x,,x,,...,x, i 0.,0;,...,0 ., to funkcja gestosci prawdopodobiefistwa p(2),
zmiennej losowej Z , zdefiniowang rownoS$cia
n

_ 1 xi_;i
zZ - ﬁz , (214)
=1

0,

dla 7 dazacego do nieskonczonosci dazy do rozktadu normalnego

1 =z2/2
p(2)= N . (2.15)

Procesy stochastyczne

Przypomnijmy, ze zmienng losowa X nazywamy zbidr mozliwych zdarzen {x} oraz

zbior odpowiednich prawdopodobienstw {P(X)} tych zdarzen. Pojecie procesu
stochastycznego jest uogolnieniem pojecia zmiennej losowej. W przypadku procesu
stochastycznego nieprzewidywalnymi sa funkcje (zwykle czasu albo zmiennych
przestrzennych), a nie liczby. W przypadku obserwacji zmiennej losowej w pewnym
przedziale czasu (albo w okreSlonym punkcie przestrzennym) bedziemy rejestrowali
konkretny przebieg zderzen losowych X,X,,...,Xy, ktory nazywa si¢ realizacjg procesu
stochastycznego. Powtarzajac obserwacji zmiennej losowej wielokrotnie stwierdzimy, ze za
kazdym razem bedziemy mieli jaka inng kolejnos¢ zdarzef, czyli inng realizacjg. Zbior
wszystkich realizacji nazywa si¢ procesem stochastycznym. Proces stochastyczny jest wigc

funkcjg rzeczywista f (¢, X(f)) dwu zmiennych: zmiennej ?, majgcej sens czasu, oraz

zmiennej losowej X (¢), majacej sens zdarzenia elementarnego. Proces stochastyczny nazywa
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si¢ skokowym lub ciggtym, gdy rozklad f(¢,X(?)) jest odpowiednio skokowy, lub ciggly dla

kazdego skonczonego zbioru £,%,,...,ty .
Aby opisaé proces stochastyczny, musimy okresli¢ tak zwane rozktady

prawdopodobienstwa.
2.3. Rozklady prawdopodobieristwa. Srednie po zbiorze realizacji

Rozktady prawdopodobienstwa sa opisywane odpowiednio rozkladami rzedu

pierwszego, drugiego, trzeciego itd.

P(x.,1), (2.16)
P(x,,t;x,,1,), (2.17)
P(x,,t5%,,t5..5X,ty) . (2.18)

Funkcja (2.16) okres$la prawdopodobiefistwo tego, ze w chwili #, zmienna losowa X(f)
przyjmuje warto$¢ X,. Rozklad (2.17) okresla prawdopodobienstwo tego, ze w chwili ¢
zmienna losowa X (f) przyjmuje warto$¢ x;, a w chwili ¢, (Z,> ¢,) - warto$¢ X,. Funkcja
(2.18) okresla prawdopodobienstwo tego, ze w chwili ¢, zmienna losowa X (f) przyjmuje
wartos¢ x,, w chwili #, (#,> #) - warto$¢ x,, ...... , Wchwili #y (fy >ty > >8> 4) —
warto$¢ Xy .

Z definicji rozkladow P(x,,1;x,,t,;...;Xy,ty) wynika, ze

P(x,,15%, .85 5%, 5ty ) = Z Px, 15Xy, t50 5 Xy ty) (2.19)

Xn

Rozktady P(x,t;%,,t,;...;Xy,ty) zawierajg catkowitg informacje o procesie stochastycznym.
Zauwazmy, ze

y PGrt)= L,

Xy

P(x,t:%,,0) = 1,
Zx, Z v , (2.20)

Z Z Z P(x,,t5%,,t,5..5%y,ty) = 1.

X X X,
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Jezeli warto$ci zmiennych losowych X, X,,...,Xy , ktore rejestrujg si¢ w chwilach ,,%,,...,%y,

sa niezalezne od siebie, to rozktad prawdopodobiefistwa P(x,4;X,,t,;...;Xy,t,) przyjmuje
postac

P(x,,t5%,,t5.. Xy, ty ) = P(x,t)P(x,,8,) - P(xy,ty) , (2.21)

gdzie P(x;.t,) - prawdopodobienstwo tego, ze w chwili 7, losowa zmienna X przyjmuje
wartos¢ X, .

Jezeli proces stochastyczny opisuje rozktad prawdopodobienstwa (2.21), to moéwimy,
ze zmienne losowe X;,X,,...,Xy s3 nieskorelowane.

Dla funkcji f(x;,45%,,8,;...; Xy, ) procesu stochastycznego wzor

<f(t: tN)>: N_ho{n 2 Z f(xlatl;xZ:tz;---;xNatN)P(xlatl;xbtz"';xNatN = t) (222)

- X X
ti-tig- 0N n

okresla $rednig warto$¢ funkcji f(X,,4;%,,0,5...;Xy,ty) w chwili ¢ po zbiorze realizacji
stochastycznego procesu.

Mowimy, ze proces stochastyczny jest rzgdu N, jezeli on calkowicie jest okreslony
przez swoj N - ty rozklad prawdopodobienstwa P(x,4;X,,0,5...;Xy,ty), tj. przez rozklad
rzedu N . Ze wzoru (2.21) wynika, ze nieskorelowany stochastyczny proces jest procesem
pierwszego rzedu.

2.4. Warunkowe rozklady prawdopodobienstwa

Pojecie prawdopodobienstwa warunkowego jest jednym z podstawowych narzedzi
teorii procesow stochastycznych. Warunkowe rozklady prawdopodobienstwa dla procesu

stochastycznego definiuje wzor

P(xl,tl;xz,tz;...;xm,tm |xm+l,tm+1;...;xN,tN) =
_ Plxatix i sxyuty) . (2.23)
P(xl,tl;xz,tz;...;xm,tm)

Rozktad warunkowego prawdopodobienstwa okresla prawdopodobienstwo tego, ze w chwili
t,.1 zajdzie zdarzenie X,.,,..., w chwili ?y zajdzie zdarzenie X, , przy zatozeniu (spetnieniu

warunku), ze w chwili ¢, zaszlo zdarzenie x,, ..., w chwili ¢, - zdarzenie X,,.

Ze wzoru (2.23) wynika, ze

P(xl,tl;...;xN,tN) = P(xl,tl;...;xN_l,tN_l)P(xl,tl;...;xN_l,tm |xN,tN) . (2.24)
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2.5. Stacjonarne procesy stochastyczne. Wlasciwos¢ ergodyczna

Procesy stochastyczne dzielg si¢ na stacjonarne i niestacjonarne. Dla wielu fizycznych
uktadow mechanizm, ktory powoduje chaotyczne fluktuacje zmiennej X jest statym, tj. nie
zaleznym od poczatku liczenia czasu. Takie procesy stochastyczne nazywaja stacjonarnymi.

Dla stacjonarnych procesow stochastycznych kazda z jego dystrybuant pozostaje bez zmian,
jezeli przesuniemy wszystkie chwili f,%,,...,fy o {, dowolnej wartosci, czyli dla procesow

stochastycznych stacjonarnych
Px, 15300t ) = Ploaty + By Xyatyy + 1) (2.25)

Istnieja dwa sposoby badania procesow stochastycznych. Pierwszy sposob polega na
obserwacji realizacji procesu w roznych chwilach. Drugi sposob polega na obserwacji
procesu stochastycznego w jednej chwili ale na duzym zbiorze podobnych realizacji procesu
stochastycznego. Badanie do$wiadczalne duzego zbioru realizacji procesu stochastycznego
zwykle jest bardzo trudne do realizacji. Natomiast tatwiej mozna przeprowadzi¢ pomiary
jednej realizacji w wielu réznych chwilach. Znaczna czg$¢ stacjonarnych proceséw ma tak
zwang wiasciwos¢ ergodyczng. Twierdzenie ergodyczne dla procesOw stacjonarnych
stwierdza, ze dowolna statystyczna charakterystyka procesu, otrzymana ze zbioru realizacji w
dowolnej chwili ¢ jest réwna (z prawdopodobienstwem zblizonym do jedynki) podobnej
charakterystyce otrzymanej z jednej realizacji procesu przy obliczeniu jej jako S$redniej
wzgledem dostatecznie dlugiego czasu. Z twierdzenia ergodycznego wynika, ze obydwa
sposoby badania procesow stochastycznych sg prawie réwnowazne, a zatem usrednienie
losowej funkcji wzgledem réznych realizacji procesu mozna zastapi¢ usrednieniem jednej

realizacji wzgledem czasu.
2.6. Stochastyczne procesy Markowa

Waznym stochastycznym procesem, znajdujgcym szerokie zastosowanie w praktyce,
jest proces Markowa. Proces Markowa — ciag zdarzen, w ktorym prawdopodobienstwo
kazdego zdarzenia zalezy jedynie od wyniku poprzedniego. Dla tego procesu zeby opisaé
mozliwe zdarzenia w przyszto$ci wystarczy wiedzie¢ tylko zdarzenia ktore zaszly teraz.

Proces stochastyczny ciggly lub skokowy nazywaja procesem Markowa, gdy dla kazdego
zbioru skonczonego <, <...<t_ <t (n>1) i dowolnych X,X,,....X,,X, jest

odpowiednio
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P(xli'tl;xZ’tZ;'";xn-l’tn-l |xn’tn) = P(xn-l’tn-l ’xn’tn) -
- P('xn-l’tn-l;xn’tn) . (226)

P(x t

n-12"n-1

Wiec dla procesu Markowa prawdopodobienstwo tego, ze w chwili #, losowa zmienna X (¢)
przyjmuje warto$¢ X (Z,) = x, zalezy tylko od znajomosci X (f) w chwili poprzedniej Z,.,.
Znajomo$¢ X(t,,),X(Z,;),...,X(t;) nie dodaje zadnej nowej informacji o rozkladzie
zmiennej X (7).

Dla stacjonarnych procesow Markowa, zgodnie z (2.25)

P(xn-l’tn—l |xn’tn) = P(xn-l’tn-l * tO |Xn’tn ¥ tO) s (227)

gdzie ¢, moze przyjmowa¢ dowolng warto$¢.
Jezeli wybierzemy ¢, = -¢,., 1 wprowadZzmy zmienng T = ¢, -~ ¢,;, to wzor (2.27)

mozemy zapisa¢ w postaci

P(xn-l’tn-l |xnﬂtn) - P(xn-l |xn’T) s (228)

gdzie X, , - warto$¢ X(¢) wchwili £= 0.
Bioragc pod uwage (2.24) i (2.28) dla rozkladu prawdopodobienstwa rzgdu N
stochastycznego procesu Markowa mozemy zapisac
N

P(xlotl;“-;xNatN) - P(xl’o)ﬂ P('xi-l |xi’Ti) ) (2.29)

i=2
gdzie T, =1, - 1.
2.7. Rownanie Chapmana-Kolmogorova-Smoluchowskiego

Z definicji (2.26) procesu Markowa wynika podstawowe rdwnanie procesOw
Markowa - réwnanie Chapmana-Kolmogorowa-Smoluchowskiego
P(x,,t, | x,,1,) = 2 P(x.t, | x,,,5)P(x,,,t | X,,1,),

” (2.30)
Lt <t

Dla stacjonarnego procesu Markowa réwnanie Chapmana-Kolnogorowa-Smoluchowskiego
przyjmuje postac

P(x;|xp,0)= ) P(x|x,,.t= DP(x, [ x,.1) (2.31)

m
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gdzie t=t,-t,, T =L~ it-T=4-4t.
2.8. Rownanie Smoluchowskiego
Rownanie Chapmana — Kolmogorowa - Smoluchowskiego jest shusznym przy

dowolnej wartoéci T : 2712 0. Jezeli T jest bardzo matym, to P (xm |x_,->T) mozemy

przedstawi¢ w postaci potegowego wzgledem T szeregu Taylora

0P(xm | x;,1 )

Pl 15,0 Plx, 15,0 =2 e (2.32)
=0
Oznaczajac
) dP(xm | x;,T )
mj " aT T:OT (233)

1 porzucajac we wzorze (2.32) cztony zawierajace 1" przy n > 1 otrzymujemy
P(xm | x;,T ) = P(xm |xj,0)+ W, . (2.34)
Poniewaz w chwili # = 0, zmienna X (¢) przyjmuje okre$long warto$¢ X, , to mozemy zapisaé¢
Plx,[x.0)=4,, (2.35)

gdzie 0, - symbol Kronekiera.

Uwzgledniajac (2.35), ze wzoru (2.34) otrzymujemy dla m# j

AL (2.36)

mj s

T
A wiec W, jest prawdopodobiefistwem przejécia uktadu fizycznego za czas T od stanu x,, do

stanu X;.

Podstawiajac  (2.34) do rdéwnania Chapmana-Kolmogorowa-Smoluchowskiego

otrzymujemy

m?

t- T)P(xm |xj,T):

P(x[ |xj,t): Z Plx. | x
(2.37)
|

m

= P(xi | x;,t t TE P(xi|xm’t_ T)ij

Skad znajdujemy nastepujace rOwnanie réznicowe
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P(xi |xj,t)- P(xl. | x;,1- T)
T

- Z P('xi ’xm’t_ T)ij : (238)

m
Przy 1 - 0 réwnanie to sprowadza si¢ do uktadu réwnan rozniczkowych

aP(xi |xj,t)

S y Plx, | x,.0)W,, . (2.39)

m

Roéwnanie (2.39) czasami nazywa si¢ rOwnaniem Smoluchowskiego.

Z definicji funkcji warunkowego prawdopodobienstwa (2.26) i wzorow (2.19) i (2.20)

wynika, 7e
J Pl P(i,.,o)  Axox,=1 (2.40)
Podstawiajac (2.34) do wzoru (2.40) znajdujemy
Zm Plx, |x,.1)= 1+ TZ,, W, =1 (2.41)
Skad mamy
Wiz=) W (2.42)

Przypomnijmy, ze |W,,| jest prawdopodobienstwem tego, ze uktad fizyczny za czas T

pozostaje w stanie X; .

Uktad réwnan (2.39 w jawnej postaci wyglada nastepujaco

W - VVHP(Xi | xlat) t VVzlp(xi |x2,l) Pt VVn'P(Xi | x”’t)’

0P\x, | x,,t

% WyP\x, | %)+ Wy Plx, | xt) + ot W, Pl | %0, (2.43)
W: VVI,,P(xi |x13t) * VVzrzP(xi|x2a[) Fooeed VVnnP(xi|xn’t)’

gdzie 7 - liczba mozliwych warto$ci losowej zmiennej X (7).

Wprowadzajac macierz
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%Wu W Wnlg
A EE 240
Wy Wy oo W0
oraz wektor P(xl. | X (t)) ze sktadowymi
P(xl. |x1,t),P(xl. |x2,t),...,P(xl. |xn,t) , (2.45)

uktad réwnan (2.43) mozemy zapisa¢ w nastgpujacej postaci

P XO) . ol | 200 (2.46)

0¢

Zauwazmy, ze we wzorze (2.46) ,,dynamiczna” macierz JJ nie zalezy od czasu ?, a zatem

ogblne rozwigzanie ukladu rozniczkowych rownan bedzie suma funkcji exponencjalnych.

Pokazemy to w nast¢pujacym wyktadzie.
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