Wyklad 1

Elementy rachunku prawdopodobienstwa

1.1. Zdarzenie i zmienne losowe. Definicja prawdopodobienstwa

Zdarzeniem losowym lub przypadkowym bedziemy nazywac takie zdarzenie B, ktore
z gbry nie da si¢ przewidzie¢. Na przyktad jezeli rozwazamy wyniki jednoczesnego rzucenia
N razy dwoéch jednakowych monet, to wyniki catego takiego doswiadczenia, jak 1 wyniki
pojedynczych rzucen beda zupelie nieprzewidzialne. Wynikiem pojedynczego rzutu bedzie
jedno z mozliwych zdarzen: RR, RO, OR albo OO, gdzie R oznacza wyrzucenie reszki, a

O - wyrzucenie orla. Kazdemu mozliwemu zdarzeniu elementarnemu B mozemy przypisaé
pewng liczbe: x, - RR; x, » RO; x; - OR; x, - OO .W cigguz N zdarzen kazde z tych
elementarnych zdarzen X; zostaje rozmieszczone w sposob przypadkowy.

Niech w wyniku N - krotnego powtorzenia doswiadczenia w jednakowych warunkach

otrzymaliSmy w N, przypadkach zdarzenie X;. Prawdopodobienstwem P(x;) zdarzenia

przypadkowego X; nazywa si¢ wielko$¢
_ .. N,
P(xl.)— }llqngﬁ . (11)

Przypu$émy, ze zbidr wszystkich mozliwych zdarzen jest reprezentowany przez zbiodr {x} , 1
kazdej z mozliwych warto$ci X; tego zbioru wiadomo jest odpowiednie prawdopodobienstwo
P(x;). Zbiér mozliwych zdarzeh {x} oraz zbior odpowiednich prawdopodobienstw {P(X)}
okreslajg wielko$¢, ktoéra nazywa si¢ zmienng losowa X. Jezeli zbior {x} jest dyskretny, to
zmienna losowa nazywa si¢ dyskretng. Jezeli mozliwe warto$ci zmiennej losowej znajduja si¢
w przedziale pewnego kontinuum (a < x¢g b) , zmienna losowg nazywamy ciagta.

Rachunek prawdopodobienstw opiera si¢ na trzech aksjomatach:

1. Prawdopodobienstwo P(x;) zdarzenia X; spetia nierownos$¢ P(x;)2 0.

2. Jezeli wiemy, ze zdarzenie X; musi zaj$¢, to P(x;) =1,

3. Dla zdarzen x; (i=1,2,...,n) wzajemnie wykluczajacych sig, czyli dla zdarzen dla

ktorych wiemy, ze zachodzenie jednego ze zdarzen jednoznacznie gwarantuje, ze



pozostate zdarzenia nie zachodza, prawdopodobiefistwo P(R) tego, ze chociazby

jedno ze zdarzen X; zajdzie okre$la wzor

Na podstawie tego aksjomatu, prawdopodobienstwo tego, ze w wyniku monety chociazby na

jednej z monet zostaje wyrzucona reszka wynosi

P(R) = P(x;)* P(x;)* P(x;).

Tu P(x,) jest prawdopodobienstwem zdarzenia x, = RR, P(x,) jest prawdopodobienstwem
zdarzenia x, = RO, a P(x;) jest prawdopodobienstwem zdarzenia x; = OR

Z drugiego aksjomatu wynika, ze prawdopodobienstwa P(x;), spetniaja rOwnanie
Plx)= 1. (12)

Dla zmiennej losowej ciaglej postuluje si¢, ze istnieje taka funkcja p(x), ze
b

Plas x< b)= [ p(x)dx. (1.3)

a

Tu P(a < xg b) jest prawdopodobienstwem, iz warto$ci zmiennej losowej X znajduja si¢ w
przedziale (a,b). Wielkoé¢ p(x) nazywa sie gestoscig prawdopodobienstwa. Na podstawie
drugiego aksjomatu znajdujemy, ze gestos¢ prawdopodobienstwa spetnia warunek

Ip(x)dx =1, (1.4)

-0

Wzory (1.3) 1 (1.4) beda rowniez stluszne w przypadku zmiennej losowej dyskretnej, jezeli,
korzystajac z wiasciwosci funkcji 0 - Diraca, wprowadzmy nastepujaca funkcje gestosci

prawdopodobienstwa

p()= Y PaY(x-x). (1)

1.2. Srednie statystyczne warto$ci. Funkcja charakterystyczna. Momenty

Srednie statystyczna warto$cia lub warto$cia oczekiwana funkcji zmiennej losowej

f(x) nazywamy wielko$¢



[

S [fpE)dx . (1.6)

-0

Po podstawieniu do (1.6) wzoru (1.5), dla zmiennej losowej dyskretnej otrzymujemy

fx)= Y Px)f(x) (1.7)
Srednie statystyczna warto$é wielkosci x”

C =x"= Ix"p(x)dx , (1.8a)

albo

C =x"= Z P(x,)0x! (1.8b)

nazywa si¢ momentem 7 - tego rzgdu zmiennej losowe;.

Szczegdlnie wazng rolg w praktyce odgrywaja momenty centralne

0

c, = (x- )_c)n z J'(x- )_c)np(x)dx , (1.9)

-0

ktore charakteryzuja fluktuacje zmiennej losowej wokot jej wartosci sredniej x .

Z okreélenia (1.9) tatwo otrzymaé zwigzki pomiedzy momentami zwyktymi C, i

momentami centralnymi ¢, . Na przyktad

¢ =0, (1.10a)
¢, = C,- C =0 2(x), (1.10b)

Drugi moment centralny ¢, = ¢ >(x) nazywa si¢ wariancjg, a 0 (X) - pierwiastek kwadratowy
z wariancji, - nazywa si¢ odchyleniem standardowym.

Funkcja charakterystyczna P(W) zmiennej losowej ¥ jest okreSlona jako warto$é

oczekiwana funkcji exp(iw [x)

[

PW)= [ p(x)dx . (1.11)

-0

Funkcja charakterystyczna P(®) jest wiec transformata Fouriera funkcji gestosci

prawdopodobienstwa zmiennej losowej X . Ze wzoru (1.11) wynika, ze



[

S SRR
p(x)= E_J;e Pw)dw (1.12)

a zatem funkcja charakterystyczna P(0) zawiera taka sama informacje o statystycznych
wlasno$ciach zmiennej losowej X, co i funkcja gestosci prawdopodobienstwa p(x).

Korzystajac z mozliwo$ci rozwiniecia funkcji €Xp(ix) w szereg potegowy

exp(ivx) = ) X (1.13)
n=0 n'
ze wzoru (1.11) otrzymujemy
P@)=y MF. (1.14)
n=0 n'

Ze wzoru (1.14) wynika, ze momenty zmiennej losowej mozemy réwniez obliczy¢ z funkcji

charakterystycznej P(W)

d"P)
do”

(1.15)

R
-1
l

w=0

Nalezy zauwazy¢, ze nie zawsze funkcja charakterystyczna jest analityczna w punkcie @ = 0.

Na przyktad dla tak zwanego rozktadu Cauchy’ego, ktory opisuje funkcja Lorentza

1
p(x)= TR
funkcja charakterystyczna ma postaé
Pw):= el
a zatem nie jest ona funkcjg analityczng w punkcie @ = 0.

1.3. Laczny rozklad dwoch zmiennych losowych

Rozwazmy eksperyment z rzucaniem dwoch monet. Jedng monet¢ bedziemy rzucali
prawa reka, a drugg — lewa. Wyniki doswiadczenia dla dwdch monet tworza dwa zbiory {x} i
{ y} z odpowiednimi zbiorami prawdopodobienstw {P(X)} i {P( y)} . Z dwobch zbiorow
zdarzen {X} i { y} mozemy utworzy¢ nowy zbior zdarzen tacznych {xx y} , utworzony z par

zdarzen po jednemu z kazdego zbioru. Niech w wyniku N - krotnego powtorzenia

doswiadczenia, czyli po rzucaniu dwoch monet N razy w jednakowych warunkach,



otrzymali$my w N, przypadkach zdarzenie X;, w N, przypadkach — zdarzenie y,,aw N,
przypadkach zaszlo jednoczesnie dwa zdarzenia X; 1 y,. Prawdopodobienstwem P(x,., yk)

zdarzenia facznego X; 1 ¥, nazywa si¢ wielko$¢

. N,
P(x.3,)= lim = (1.16)

Prawdopodobiefistwo zdarzenia lacznego P (xjﬂyk) , zgodnie z pierwszym aksjomatem

rachunku prawdopodobienstwa, musi spetnia¢ warunek
) ) Ploy)=l, (1.17)

Jezeli rozwazmy wszystkie taczne zdarzenia (x;,y;) dla ktorych zdarzenie X; jest takie same,
ale zdarzenia y, sa rézne, to liczba takich zdarzen wynosi N;. Stad otrzymujemy, ze

prawdopodobienstwo zdarzenia tgcznego P ( xi’yk) musi réwniez spelnia¢ rownania
P(x;)= Z P(x;, ;) (1.18a)

P(y)= ) P(x.y), (1.18b)
Prawdopodobienstwem warunkowym P( X, | yk) zdarzenia X; nazywa si¢ wielko$¢

N,
P(x; | y,) = }legﬁ . (1.19a)

k

Prawdopodobienstwo warunkowo P( X, | yk) okresla prawdopodobienstwo tego, ze w tagcznym
zdarzeniu X; 1 Y, zajdzie zdarzenie X,, przy spetnieniu warunku, ze zdarzenie ze zbioru { y}

jest zderzeniem Y, .

W podobny sposoéb prawdopodobienstwem warunkowym P( Wi Ix,-) zdarzenia Y,
nazywa si¢ wielko$¢
N
P(y, | x)= m# . (1.19b)

1



Prawdopodobienstwo warunkowo P( Vel Xi) okresla prawdopodobienstwo tego, ze w fagcznym
zdarzeniu X; 1 Y, zajdzie zdarzenie Y, , przy speinieniu warunku, ze zdarzenie ze zbioru {x}

jest zderzeniem X; .

Poniewaz
Nie o Ny Ni o Ny N
N N N N~
ze wzordéw (1.16) 1 (1.19) otrzymujemy wzor Bayesa
Plx,v) = P)P(O, %)= POOP(,|y,) . (1.20)

Zgodnie z (1.17) 1 (1.2) prawdopodobienstwa warunkowe muszg spetnia¢ rownos¢

1

Z Py |x)= ) Px|y)=1 (1.21)

Dwie zmienne losowe X i Y nazywamy statystycznie niezaleznymi, jezeli

NN
N, = Tk . (1.22)
Wtedy ze wzorow (1.19a) i (1.19b) znajdujemy
.. N, . N, _
Px; [ y)= }}f{}vk- lim == P(x;) (1.23a)
. Ny N
Py | x)= m?,.' Mm === P(ye) (1.23b)

Ze wzoréw (1.23) wynika, ze dla zmiennych statystycznie niezaleznych znajomo$¢ wartosci
jednej ze zmiennych nie wptywa na prawdopodobienstwo drugiej zmienne;.

Dla zmiennych niezaleznych statystycznie ze wzoru Bayesa (1.20) mamy
Plx,.y,)= P(x)P(3,) . (1.24)

W  przypadku ciaglych zmiennych losowych X 1V  laczny rozklad

prawdopodobienstwa charakteryzuje taczna funkcja gesto$ci prawdopodobienstwa p(x, ).

Zaklada sig, ze

0

[ pCx, y)dxdy =1 (1.25)

-0



W tym przypadku, korzystajac ze wzoru Bayesa (1.20), warunkowe funkcje gestosci

prawdopodobienstwa definiujemy jako

plyx)= %, (1.26a)
plxly)= %. (1.26b)

Dla facznego rozktadu dwoch zmiennych losowych momenty mieszane zmiennych X

1V okreslamy wzorem

x"y" = j x"y" p(x, y)dxdy . (1.27)

-0

Szczegbdlnie waznymi momentami dwoéch zmiennych losowych sg korelacja,
kowariancja i wspotczynnik korelacji zmiennych X 1 V.

Korelacje (albo moment korelacyjny) okresla wzor

[

K(x.y)= 2y = [(p)p(x,y)dxdy . (1.28)

Kowariancja jest okreslona wzorem

e, y)= (x= )= y)= K(xp)- xly - (1.29)
Natomiast wspotczynnikiem korelacji jest wielko$¢

__cxy)

TG0 ) (130)

Tu 0(x) jest odchyleniem standardowym zmiennej X, a 0 () jest odchyleniem
standardowym zmiennej V.

Zgodnie z (1.24) dla zmiennych niezaleznych statystycznie
K(x,y)= x0y, (1.31)

a zatem wspotczynnik korelacji p = 0.

Dla rozktadu tacznego dwoch zmiennych losowych X 1V funkcje charakterystyczna

P ,,0,) okreslamy wzorem



[

P,,0,)= I exp[i(a) X wzy)] Dp(x,y)dxdy, (1.32)
Zgodnie z (1.24), dla zmiennych niezaleznych statystycznie

P,,0,)= Plo,)0P0,). (1.33)

Momenty mieszane zmiennych losowych X 1 mozemy obliczy¢é przez funkcje

charakterystyczng jako

1 amm
(i)™ dwriwy

n m

Xy =

Plo,w,) (1.34)

020,20

2. Przyklady rozkladow prawdopodobienstwa

2.1. Rozklad dwumianowy. Bladzenie przypadkowe

Rozwazmy czastke, ktéra moze si¢ porusza¢ krokami o dlugosci @ wzdhiz linii
prostej. Niech P jest prawdopodobienstwem wykonania kroku w prawo, a 9 jest
prawdopodobienstwem wykonania kroku w lewo. Zakladajac, ze kazdy krok jest niezalezny
od pozostatych, znajdziemy prawdopodobienstwo tego, ze sposréd wykonanych N krokow
n krokow beda wykonane w prawg strong, a N - n krokéw — w lewa strone. Wypadkowe
przemieszczenie w prawg strone bedzie wtedy wynosito (n- (N - n))a = (2n -N )a .

Oznaczmy przez P krok w prawo, a przez L - krok w lewo. Poniewaz kazdy krok

jest niezalezny od pozostalych, prawdopodobienstwo tego, ze w danej sekwencji z N krokow

PLLP---LPLL , (1.35)

________ N--------

bedzie 7 krokdéw w prawo i (N - n) krokow w lewo wynosi

pqqp---qpqq = p"q"" . (1.36)

Prawdopodobienstwo (1.36) nie zalezy od tego w jakiej kolejnosci pojawity si¢ w sekwencji
(1.35) n krokow w prawo. Liczba sekwencji typu (1.35), zawierajacych 7 krokdw w prawo i

(N - n) krokow w lewo, jest rowna liczbie kombinacji 7 elementow sposréd N

v _ ONDO. N!
G %nﬁ_ n!(N - n)! (1.37)

10



Korzystajac z reguly sumowania niezaleznych prawdopodobienstw (z trzeciego aksjomatu

rachunku prawdopodobienstwa) otrzymujemy

N' n N-n
Py(n) = w qg . (1.38)

Rozktad prawdopodobienstwa (1.38) nazywa si¢ dwumianowym rozktadem.
2.2. Rozklad Poissona

Rozktad Poissona otrzymuje si¢ z rozkladu dwumianowego jako przypadek graniczny
przy N - o i p- 0 takze Np= const= a.

Podstawiajac do wzoru (1.38) zamiast 2 wielko$¢ a/ N otrzymujemy

(= YOOIV bl £y e g
ONODD NI
H IHDHI-—H - 1HDH1-£H i (1.39)
n! 0 N N[ n!

Ostatni czton w (1.39) otrzymali§my, korzystajac ze wzoru

N
liml- 20 0e. (1.40)
NﬁwD ND

Bioragc pod uwage wzoér (1.39), dla funkcji charakterystycznej rozktadu Poissona znajdujemy

W)= 2 ™ P, (n) = ez @ explale” - 1]} (1.41)

o n:

Ze wzoru (1.15) dla pierwszych dwoch momentow rozktadu Poissona otrzymujemy

— 1dP,®)
= SEWE s e N
el b, (1.42)
— . _dP’y(@) 2 o R
- ta ta=\n| tn. 1.43
h de oo ( ) ( )

Stad odchylenie standardowe dla rozktadu Poissona wynosi

=Vn-n = An= yNp (1.44)

Z uwzglednieniem (1.42) rozktad Poissona mozemy zapisa¢ w postaci

11



n
P,(n)= %)'—e .

2.3. Rozklad Gaussa

Rozktad Gaussa otrzymuje si¢ jako inny przypadek graniczny

(1.45)

rozkladu

dwumianowego albo rozktadu Poissona gdy N - « lecz P = const a wiec n= Np - o .

Udowodnimy to, korzystajac ze wzoru Stirllinga

134

ni= 020 Vamabe Lo s vamBnl
el 0 12n 0 el

Bioragc pod uwagg ten wzor, ze wzoru (1.45) otrzymujemy

— N

e Lo = AN

! Jomn On NeTT R On 00

Oznaczajac

zapiszmy wzor (1.47) w postaci

exp{]x- (1+ x)In1+ x)]}

P (n): ;
" 1/2ﬂﬁ(1+ x)

Korzystajac z rozwinigcia funkcji ln(l + x)
1+ )= § (1)1 5= -

otrzymujemy

P, (n)= _;eXpﬁﬁgx- (14 X)Ex_ ﬁ* . E%% -
Jama(l+x) B O 2 3

1 H—D \ x> X \ x* 2, xoxt . D%
S CXpnxX- Xt —- —ft —- "X —- =t
Jama(l+x) 00 3 4 2 3 0

) 1 0-0 x> x 00

= ————=0Xpln[" * B - gl =
\/2ﬂn(1+ x) g0 102 203 304 0o

12

(1.46)

(1.47)

(1.48)

(1.49)

(1.50)



B 0 —x20 x2 o0

= ;expu— n_Dl— i-}- _ DD
Jama(l+x) o 20 3 23 O

Gdy n - n,azatem x - 0, ze wzoru (1.51) mamy

— 52 0 (-5,
P(n) -1 exp%- nx—EE 1 expl- MD,
2na BO20° 8

N2 n

2

Tu ¢ 2 = 5 jest wariancja.

(1.51)

0
(1.52)

Rozktad prawdopodobienstwa (1.52) nazywa si¢ rozkladem Gaussa lub rozkladem

normalnym.

13



	Elementy rachunku prawdopodobieństwa
	2. Przykłady rozkładów prawdopodobieństwa

