Wyklad 6

Dyfrakcja Fresnela i Fraunhofera

Zjawisko dyfrakcji (ugigcia) $wiatla odkryt Grimaldi (XVII w). Polega ono na

uginaniu si¢ promieni $wietlnych przechodzacych w poblizu przeszkody (np. brzeg szczeliny).

Wyjasnienie dyfrakcji w oparciu o zasade Huyghensa - Fresnela jest nastepujaca.

a) P

B c

Fala ze zroédta S pada na szczeling B i
przechodzace przez otwor pada na ekran C.
Natezenie w punkcie P mozna obliczy¢
dodajac do siebie wszystkie wektory falowe
E pochodzace od wszystkich punktéw
szczeliny.. Te zaburzenia falowe maja rozne

amplitudy i fazy poniewaz: a) elementarne os -

cylatory Huyghensa (punkty w szczelinie) sa w roznych odleglos$ciach od punktu P; b) $wiatto

opuszcza te punkty pod r6znymi katami. Sytuacja gdy fale opuszczajace otwor nie sa falami

ptaskimi pojawia si¢ gdy zrodlo fal S i ekran C, na ktérym powstaje obraz znajdujg si¢ w

skonczonej odleglosci od ekranu ze szczeling B. Taki przypadek nosi nazwe dyfrakcji

Fresnela. Obliczenia natgzen Swiatla sa w tej sytuacji sa trudniejsze.

Warunki do wystapienia dyfrakcji
Fraunhofera  mozna  zrealizowa¢ w
laboratorium za pomoca dwu soczewek
(rysunek c). Pierwsza soczewka zmienia
fale rozbiezng w réwnolegla, a druga skupia
w punkcie P fale ptaskie opuszczajace

otwor.

Calos¢ upraszcza sie, gdy zrodto S 1 ekran
C odsuniemy na bardzo duze odlegtosci od
otworu uginajacego. Ten graniczny przypadek
nazywamy dyfrakcjq Fraunhofera. Czota fal
padajacych jak 1 ugigtych sa plaszczyznami
(promienie sg rownolegte) tak jak to wida¢ na
rysunku (b).

c)

A
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Wszystkie promienie oswietlajace punkt P opuszczaja otwor rownolegle do linii przerywanej

(przechodzacej przez s$rodek soczewki). Warunki dyfrakcji Fraunhofera byly z zalozenia

spelnione w doswiadczeniu Younga.

Dyfrakcja Fraunhofera na pojedynczej szczelinie

J==y

B C
Poniewaz w szczelinie promienie s3
zgodne w fazie to po przebyciu takich
samych drég optycznych nadal pozostaja

zgodne w fazie. Dlatego w $Srodkowym
punkcie Fj, bedzie maksimum.
Rozpatrzmy teraz inny punkt £, na
ekranie  (rysunek obok). Promienie
docierajace do P, wychodzg ze szczeliny

pod katem 6 .

Rozwazmy fale ptaska padajacg prostopadle

na szczeling o szerokosci @. Rozpatrzmy punkt

srodkowy F, ckranu. Roéwnolegte promienie
przebywaja do tego punktu te same drogi
optyczne (rézne geometryczne) tzn. promienie
zawierajg t¢ samg ilo$¢ dtugosci fal (rozwazane

soczewki sg cienkie).

A

Jeden promien ma poczatek u gory szczeliny, a drugi w jej srodku. (Promien xP,

przechodzi przez $rodek soczewki wigc nie jest odchylany). Jezeli wybierzemy punkt P tak,

zeby roznica drog bb' wynosita A /2, to promienie zgodne w fazie w szczelinie bedg miaty w

punkcie P, fazy przeciwne i wygaszg si¢. Podobnie kazdy inny promien wychodzacy z gornej

polowy szczeliny bedzie si¢ wygaszal z odpowiednim promieniem z dolnej potéwki lezagcym

w odleglosci a/2 ponizej. Punkt P bedzie mial natezenie zerowe (pierwsze minimum

dyfrakcyjne). Warunek opisujacy to minimum ma nastepujaca postaé

lasint‘) = l/\ ,
2 2
czyli
asing = 1 .
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Gdyby szerokos$¢ szczeliny byta rowna 1 wtedy pierwsze minimum pojawiloby si¢ dla 6 =
90° czyli $srodkowe maksimum wypetnitoby caty ekran. W miar¢ rozszerzania szczeliny
srodkowe maksimum staje si¢ w¢zsze. Podobne rozwazania mozemy powtorzy¢ dla wielu
punktow szczeliny 1 otrzymamy ogo6lne wyrazenie dla minimoéw obrazu dyfrakcyjnego w

postaci

asinf = md , m=1L123,... (minima) (6.1)

Mniej wigcej] w potowie miedzy kazda para sgsiednich miniméw wystepuja oczywiscie
maksima natezenia.

Graficzna konstrukcja Fresnela

Rozwazmy graficzng metode znalezienia obrazu dyfrakcyjnego, ktorg zaproponowat
Fresnel. Ta metoda czasami daje mozliwos¢ tatwo znalez¢ dyfrakcyjny albo interferencyjny
obraz. Metode Fresnela zilustrujemy najpierw rozwazaja¢ do§wiadczenie Younga dotyczace
interfencji fal pochodzacych od dwuch szczelin.

Aby wyliczy¢ wypadkowe nat¢zenie Swiatta w doswiadczeniu Younga dodawaliSmy
dwa zaburzenia falowe postaci £, = E,sinw? E, = E,lsin(@z+ A¢ ), ktére mialy te sama
czesto$é i amplitude, a roznily sie fazg o A9 . Wynik uzyskany zostat algebraicznie na
podstawie prostych wzoréw trygonometrycznych. Jednak metody analityczne stajg si¢
znacznie trudniejsze gdy dodajemy wigcej zaburzen falowych (funkcji typu Sinx,cosx) i

dlatego Fresnel wprowadzil nastepujaca prosta metode graficzna.

Harmoniczne (sinusoi-
‘ Eo dalne albo cosinuidalne)
E zaburzenie falowe moze
E ’ E
0 ‘ o ., :
E, 1 \ Y /' by¢ przedstawione gra-
0t = { ficznie jako obracajacy
0
si¢ z predkoscia katowa

@ wektor, ktorego dlugo$¢ reprezentuje amplitude £E,. Taki wektor bedziemy nazywal

strzatkq fazowq (wskazem). Zmienne w czasie zaburzenie falowe E, = E;sinw? w chwili ¢

przedstawione jest wtedy przez rzut tej ,,strzalki” na o$ pionowa (odpowiada to oczewiscie

pomnozeniu E, przez sinwt). Drugie zaburzenie falowe E, = E,lsin(@+ A9 ), o tej samej

amplitudzie E,, rozni si¢ od E, faza A ¢ . Znajdujemy je podobnie jako rzut ,,strzatki” na o$
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pionowa. Teraz wystarczy doda¢ E, i E, zeby otrzyma¢ wypadkowe zaburzenie. Wida¢ to
jeszcze lepiej gdy umieSci si¢ poczatek jednej strzatki na koncu poprzedniej zachowujac
roznice faz (rysunek nizej).

Jako przyklad zastosowania metody

A

graficznej Fresnela rozwazmy dyfrakcje na

E, waskiej szczelinie. Podzielmy szczeling o
szerokosci @ na N paskéw o malej szerokosci

Iy Ax. Kazdy pasek jest zrodlem fal kulistych

E, Huyghensa, ktore wytwarzaja na ekranie

0t

okreslone zaburzenie falowe.
Roéznica drég miedzy sgsiednimi paskami wynosi Ax[Osinf stad roznica faz A9 pomiedzy

falami pochodzacymi z sgsiednich paskéw wynosi ¢ /21 = AxUsinf /1 | czyli

2n

Ag = ] Axsinf . (6.2)
4 X sing P » Zakladamy, ze paski sa tak waskie, ze
1 | | wszystkie punkty na danym pasku majg t¢
£y samga droge optyczng do punktu P .
G ' e Dla matych katow 0 amplitudy LE,
? Po zaburzen falowych w  punkcie P
! '. 8 pochodzace od roznych paskow
przyjmujemy za jednakowe.
B" C Zatem w puncie P dodaje si¢ N pol

elektrycznych o tej samej amplitudzie A £, ,
tej samej czestosci 1 tej samej roznicy faz A ¢ miedzy kolejnymi wektorami.

Na rysunku obok przedsta- wione

E, = Ey
o > Q E,-0 jest zaburzenie wypadkowe dla kilku
)

roznych miejsc na ekranie. Rysunek
& .Z/ (a) przedstawia  warunki dla
maksimum $rodkowego (A¢ = 0°).

Rysunek (b) przedstawia warunki dla
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kierunku nieco odmiennego od maksimum $rodkowego (A ¢ = 5°). Rysunek (c) przedstawia
warunki dla pierwszego minimum (A¢ = 30°). Rysunek (d) przedstawia warunki bliskie

pierwszemu maksimum (poza srodkowym) (A ¢ = 42°).

Zwroémy uwage, ze dtugos$¢ tuku jest zawsze rowna E,, ale amplituda E; jest rozna.
Wektory na rysunku odpowiadaja amplitudom (a nie natezeniom). Zeby otrzymaé natezenia
trzeba je podnies¢ do kwadratu.

Na rysunku ponizej jest przedstawiona konstrukcja stuzaca do obliczenia nat¢zenia
swiatta w przypadku dyfrakcji na jednej szczelinie. Sytuacja odpowiada tej pokazanej na
poprzednim rysunku (b).

Jezeli szczeling podzielimy na nieskonczenie
wiele malych paskéw o szerokosci dx to tuk
strzatek bedzie tukiem kota o promieniu R.
Dlugo$¢ tuku wynosi E,, czyli rowna jest
amplitudzie w $rodku obrazu dyfrakcyjnego
(linia prosta strzalek). Kat ¢ w dolnej czesci
rysunku przedstawia réznice fazy miedzy

skrajnymi wektorami w tuku tzn. ¢ jest

réznica  faz  pomiedzy  promieniami

wychodzacymi z gory i dotu szczeliny.
Jak wida¢ z rysunku sin(§ /2) = (E, /2)/ R, czyli

:

E, = 2R DsinE (6.3)
. . E .. - Ly . .
W mierze tukowej ¢ = ?’" . Podstawiajgc R = ¢— do réwnania (6.3) otrzymamy
E€ = Em s s (64)

a
gdzie 0 = ¢ /2.
Przypomnijmy, ze ¢ jest roznica faz dla promieni wychodzacych z krancow szczeliny.
Poniewaz roznica drog dla tych promieni wynosi (alsinf ), gdzie @ - szerokos$¢ szczeliny,
postugujac sie znanym zwigzkiem

réznica faz / 2 71=ro6znica drog / A
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2na .
otrzymujemy ¢ = Ta51n9 . Skad

na
A

0= sinf (6.5)

NS

Biorac pod uwage wzory (6.4) 1 (6.5) znajdujemy nastepujacy wzor na nat¢zenie $§wiatla dla
dyfrakcji na pojedynczej szczelinie:

.2 .2 .
L(P): I, -Sin ((27) -7 -Sin (lT.asmE) /2/\) ' 6.6).
@) (masinf /1)

Interferencja Fraunhofera na N jednakowych, rownoodleglych otworach (szczelinach)

Na rysunku obok jest pokazany uklad,
sktadajacy si¢ z 6 otworow (szczelin)
oswietlonych wiagzka S$wiatta padajacego

prostopadle do ekranu (wigzki padajacej nie

&
H
- N Ra @

T" pokazano). Poniewaz fala padajaca dociera do
do punktu P wszystkich otworéw w tej samej chwili czasu,
réznica drog dla fal rozchodzacych sie z
sgsiednich otworow w stron¢ punktu P

lezacego daleko na ekranie obserwacyjnym,

(

a 0N
Vv
B
°
3
)

pokazana na rysunku nizej dla otworow 11 2,

bedzie rowna (aUsinf ). A zatem, jezeli falg
swietlng w punkcie P, pochodzaca od otworu 1, przedstawimy w postaci:

E, = E, Dexpli(kr, - 01)] , (6.7)
to fale Swietlng w punkcie P, pochodzaca od otworu 2 mozna zapisa¢ w nastepujacy sposob:
E, = E, Dexpli(kr, + kalsinf - w?)] . (6.8)

Zatem fale Swietlng w punkcie P, pochodzaca od 7 -tego otworu mozna przedstawi¢ w
nastepujacy sposob:
E = E,Dexpli(kr, + kaO(n- 1)0sinf - w1)]= E,_, exp(ikasinf ) (6.9)

a catkowita, wypadkowa fale §wietlng w punkcie P od N otworow bedzie reprezentowac

nastepujaca suma:
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E(P)= ZN E = E, Df explika(n- 1)0sinf ] . (6.10)

Korzystajac ze wzoru

N _ LN
Z bn-l - 1+ b+ b2+ et bN-l - 1 b .
n=1 1_ b

wzor (6.10) mozemy zapisaé w postaci (tu b = exp(ika Usinf ) = exp(i2n [0 )

E(P)= E, DZN exp[i2n (n- 1)1 ]=

e N6 -itN§ NG . . (6.11)
- I-e - E o€ _ € _ e_a - B, O v Ds1r.1(lTN(5)
1- e e e -e” sin(r4 |
Natgzenie fali §wietlnej w punkcie P bedzie zatem réwne:
_ 2 (= =\ sin®(TNJ
1P 0 |Ee) = [ 0B ) SN0 - pyoE (6.12)
sin“ (1m0 )

gdzie funkcja /,(P) jest opisuje rozktad natezenia $wiatta (punkt P jest punktem biezagcym
na ekranie obserwacyjnym) zatem begdzie zawiera¢ efekty dyfrakcyjne, natomiast drugi
czynnik, F?, to czynnik interferencyjny, zwigzany z nakladaniem si¢ $wiatla ugietego na
wszystkich otworach.

Na rysunku (a) obok sg przedstawione dwie
funkcje sin*(TNd) i sin’(md) tworzace

19 a) czynnik interferencyjny dla ukladu 10

0.8 .
0t . rownoodleglych 1 jednakowych otworow
047

” rozmieszczonych na osi Ox. Na rysunku (b)

100 v V V 3 przedstawiono ich iloraz. b), bedzie takze
0.2 0.4 0.6 "

1 b) okresowa z okresem zmiennej 6 rownym

' [\f\ - N\ /\ - jeden. Dla 0  catkowitych (0 = m;

LAV o 0snea i) i

in*(TNG )
- sin” (1
sin*(md )’ (©6.13)

jest nicoznaczone (typu 0/0). Przy 0 - 0 ze wzoru (6.13) otrzymujemy:

- sin*(TNG ) N (HN5)2 NS
sin*(1d)  (nd )’ '

(6.14)
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Latwo wykaza¢, ze dla innych 0 catkowitych, ze wzgledu na okresowos¢ funkcji, wartosci
F? muszg by¢ takie same i rowne N?. Bedg to warto$ci maksymalne, a odpowiadajgce im
prazki jasne bedziemy nazywali prgzkami giéownymi. Inne lokalne maksima funkcji F?
odpowiadaé bedg maksimom funkcji sin® (TN ) (a nie jej zerom, jak w przypadku maksiméow
gtownych), a ich warto$ci beda znacznie mniejsze. Beda one odpowiadaly tak zwanym jasnym
prazkom bocznym albo wtérnym, a bedzie ich, pomiedzy prazkami gléwnymi, N - 2. Prazki
jasne rozdzielone sa prazkami ciemnymi, ktorych bedzie, pomiedzy dwoma kolejnymi
prazkami gtownymi, N - 1.
Siatki dyfrakcyjne

Wiasnos$ci uktadu wielu rownolegtych i rownoodlegtych szczelin zostaty wykorzystane
w tzw. siatkach dyfrakcyjnych, ktére umozliwiaja jeden z najdoktadniejszych pomiarow
(dhugosci fali $wiatla) rutynowo wykonywanych przez fizykéw pracujacych w wielu réznych
dziatach fizyki. Pierwsze siatki dyfrakcyjne zostaty wykonane przez Fraunhofera juz w 1820
roku. Podstawowy rodzaj siatki dyfrakcyjnej, to tzw siatka odbiciowa pokazana na rysunku

nizej. Poniewaz wigzka $§wiatta ze zrodta S nie pada na siatke prostopadle (tylko pod katem
8, réznica faz dla fal ugietych na sgsiednich otworach bedzie sktadata sie¢ z dwoch podobnych

wyrazOw. Zatem maksima glowne siatki dyfrakcyjnej tego typu musza spetnia¢ nastgpujacy

warunek:
5 = ;D(sinﬂl + sind, ) = Aﬁum = m, (6.15)

kierunek i = (si i i =
rozjasnienia gdzie O = (sinf, +sinf,) i m= 0t 1£2,....

Dla ustalonego kata padania 0, dla kazdego
rzedu siatki 7 bedziemy mieli wobec tego

wzajemnie jednoznaczne przyporzadkowanie

pomiedzy katem 0, i dlugoscig fali 1. A
zatem pomiar dtugosci fali mozna sprowadzi¢
do pomiaru potozenia odpowiedniego prazka,

ktéry moze by¢ wykonany bardzo doktadnie.
W praktyce robi to si¢ najczescie] nieco inaczej; przy ustalonych kierunkach do

punktéow P i S (ktorych role graja szczeliny wyjsciowa i wejsciowa spektrometru), obracamy

calg siatka i mierzymy jej kat obrotu. Przyrzady takie czesto nazywa si¢ monochromatorami.
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Kryterium Rayleigha

Bardzo wazng sprawag w przypadku przyrzadow takich jakich monochromatory czy
spektrografy jest ich rozdzielczos¢ spektralna, tzn zdolno$¢ rozrdznienia dwoéch bliskich
dlugo$ci fali. Rozwazmy ten problem na przyktadzie omawianej wyzej odbiciowej siatki
dyfrakcyjnej. Zgodnie z kryterium Rayleigha, dwa prgzki gtowne, odpowiadajgce roznym
dlugosciom fali A, i }, mozna rozréznié, gdy maksymum pierwszego przypada nie blizej niz
na pierwszy minimum drugiego.

Na rysunku pokazano rozktad natezen dla

ktérego, zgodnie z tzw kryterium Rayleigha,

1:: [ M mozna jeszcze rozrozni¢ dwie bliskie dtugosci
ol fali, 1, i 4,. Kryterium to jest oczywiscie
al trochg arbitralne, ale jest to w tej sytuacji
20 nieuniknione.  Pierwsze, najblizsze do

glownego maksimum (6.15), minima dla

mi2 mat  m o mos meoz 8 diugosci fali A wypadaja dla 0 = mt 1/N , a

zatem:
a 1
0 . =—00,=mt — . 6.16
min /‘ 2 N ( )
Ze wzorow (6.15) 1 (6.16) znajdujemy
a a 1
0 =0 |=—=00, -0 )= —[0A0 = — . 6.17
| max min /‘ ( 1 2) A N ( )

Tu zgodnie z (6.15) 0 ., = a® /A = m,
Z drugiej za$ strony, ze wzoru (6.15) otrzymujemy nastepujacy ogolny zwigzek

pomigdzy dlugoscia fali A i wielkoscia ® : 4 = a® /m. Skad

VAT (6.18)
m

Zestawiajac razem wzory (6.17) 1 (6.18) otrzymujemy ostatecznie wyrazenie na najmniejsza

mozliwg réznice dtugosci fali:

S IECATY A R (6.19)
m m aN mN

lub tez, w innej, bardziej przyjetej postaci:
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L - R:=mIN (6.20)

gdzie R okresla sie mianem zdolnosci rozdzielczej.
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