Wyklad 4

Soczewki. Przyrzady optyczne

Soczewka cienka - rownanie szlifierzy soczewek

Rozwazymy teraz dwie powierzchni sferyczne oddzielajace o$rodki o
wspolczynnikach zatamania kolejno n, -~ n, - n, i odleglych od siebie o d . Niech promien
krzywizny pierwszej powierzchni wynosi R, a drugiej - R,. Przyjmujemy oczywiscie, ze
obraz wytworzony przez pierwszg powierzchni¢ stanowic¢ bedzie przedmiot dla powierzchni
drugiej, a zatem

Sep = d =5y . 4.1)
Tu pierwszy dolny wskaznik, tak jak
poprzednio, jest réwny zero dla przedmiotu,

jeden - dla obrazu, a drugi wskaznik numeruje

powierzchnie zatamujace. Wszystkie

odleglosci:  S¢1551580,55,, sa  liczone

wzgledem, odpowiednio, punktu V; lub V,,

tak jak dla pojedynczej powierzchni.
Stosujac dwukrotnie rownanie pojedynczej powierzchni zatamujacej otrzymujemy:

(4.2)

Sumujgc stronami te dwa rownania, uwzgledniajagc zwiazek o, = d- s, 1 grupujac

odpowiednie wyrazy znajdujemy

1 1 1 1 1 1
n D_'I'_ =(n,-n D — - —H-n,(—* . 43
1 (Sm 512) o ) ERI Rz% 2(Sll d_sll) “3)

Dla cienkiej soczewki d [ 0, a zatem drugi wyraz po prawej stronie rdwnania (XXV.3)
mozemy zaniedba¢ 1 wtedy oznaczajac S, = S, 1 S, = 5, otrzymujemy tzw “rownanie

szlifierzy soczewek’:

i+i—n2_n1 L-i (4.4)
R . .

So S8 n R,
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Z rownania szlifierzy soczewek wynika, ze obie ogniskowe, przedmiotowa i
obrazowa, bedg sobie rowne:
n, DR1 IR,
n,-n R,- R

fr=to= [ (4.5)

Dla soczewek zbierajacych f jest dodatnie, (np dla soczewki dwuwypuklej, poniewaz R,
jest ujemne, zatem i licznik 1 mianownik s3 ujemne 1 wszystko si¢ zgadza), dla

rozpraszajacych (np dwuwklestych) ogniskowa f* bedzie ujemna.
Roéwnanie soczewkowe Gaussa i Newtona

Podstawiajac wyrazenie (4.5) do rOwnania szlifierzy soczewek (4.4) dostajemy

roéwnanie, ktore nazywa si¢ rownaniem soczewkowym Gaussa:

I, 1
—t — =

1
T (4.6)

Z rownania Gaussa natychmiast wynika, ze dla soczewek rozpraszajacych (/< 0), dla

dowolnego s, dodatniego (czyli dla dowolnego przedmiotu rzeczywistego) s, musi by¢
ujemne (czyli obraz bedzie zawsze pozorny i prosty) itd. itp.
Réwnanie soczewkowe w innej postaci, tzw. rownanie soczewkowe Newtona, wigze

ze sobg inne wielko$ci; zamiast odleglosci przedmiotowej i obrazowej S, i §; wystepuja w

nim odlegtosci od odpowiednich punktéw ogniskowych, oznaczone X, i x,. Posta¢ taka jest
czasem wygodniejsza, np dla grubych soczewek, kiedy tatwiej jest zmierzy¢ bezposrednio
odlegtosci ognisk, a potem przedmiotu i obrazu, od najblizszych powierzchni zewn¢trznych
soczewki. Zeby otrzyma¢ réwnanie soczewkowe w postaci newtonowskiej, podstawmy do

rOwnania w postaci gaussowskiej zwigzki pomiedzy odlegltosciami gaussowskimi i

newtonowskimi: §, = X, + f oraz s, = x, *+ f . Otrzymujemy wtedy:

! * PR (4.7)
Xt S xS '
Skad przez proste przeksztatcenia znajdujemy rownanie soczewkowe Newtona:
xox, = f7. (4.8)

Z rownania (4.8) wynika bezposrednio, ze znaki odlegtosci newtonowskich X, 1 x, musza

by¢ jednakowe (obie dodatnie, albo obie ujemne, jednoczes$nie), a zatem przedmiot i jego
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obraz muszg znajdowac si¢ po przeciwnych stronach odpowiednich punktéw ogniskowych).
Wyznaczanie biegu promieni dla soczewki cienkiej

Do znalezienia obrazu przedmiotu mozna stosowa¢ metodg, podobng jak dla
zwierciadta. Dla ustalenia polozenia obrazu wystarczy oczywiscie wyznaczenie biegu dwoch
dowolnie wybranych promieni z wigzki padajacej na uktad. Najtatwiej jest wykorzystanie
trzech promieni, ktorych bieg w uktadzie optycznym mozna tatwo znalez¢. Sg to nastepujace
trzy promieni:

1) promien gtowny — nieodchylony promien przechodzacy przez $rodek krzywizny (dla

pojedynczej powierzchni) lub srodek soczewki (promien S,0);

2) promien rownolegly - promien rownolegly

.Sz ‘ . : i do osi optycznej, po zatamaniu przechodzi on
' A
o ' i przez ognisko obrazowe (promiefi S,4);
i .

Q o P 3) promien  ogniskowy -  promien

S1 Fp 3 Y| . .
: przechodzacy przez ognisko przedmiotowe,
B P2 po zalamaniu promien ten porusza si¢ po
FACEY JU A S . . . .,
So : T, . torze rownoleglym do osi optycznej (promien

SZFP )
Bieg dwoch sposrod trzech wyliczonych wyzej promieni do punktu ich przecigcia (w

przypadku obrazu pozornego nalezy przedluzy¢ promienie “wstecz”), wystarcza do

znalezienia obrazu dowolnego punktu.
Powi¢kszenie poprzeczne i podluzne obrazu utworzonego przez soczewke cienka.

Powigkszenie poprzeczne m, obrazu definiujemy w sposéb nastepujacy:

my = —L=--L (4.9)

Przypomnimy, ze odleglo$ci powyzej osi optycznej liczymy jako dodatnie, a ponizej jako
ujemne. Tak wigc dla obrazu rzeczywistego m; bedzie zawsze ujemne (s, i S, dodatnie), a
warto$¢ bezwzgledna moze by¢ zardwno wicksza jak mniejsza od 1. Porownujac trojkaty

S,S,F, i OBF, atakze PPF, i AOF, znajdujemy:

mp == - s - (4.10)
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gdzie x, = BF, i x, = §|F, s odleglo$ciami przedmiotu i obrazu od odpowiednich ognisk
(sa to odleglosci newtonowskie, ktére wprowadziliSmy poprzednio). Powickszenie podtuzne

obrazu m; definiujemy jako:

m o= B dn 411
bods, dx, @.11)

Korzystajac z rownania Newtona (x,x, = /) otrzymujemy dx, /dx, = - £ /x_, a zatem

_odx, _

Pt (4.12)
X, X,

Z rownania (4.12) wynika, ze po pierwsze, “ubytkom” X, towarzysza “przyrosty” x, (strzatka

skierowana do soczewki zostanie odwzorowana w strzatke skierowang od soczewki), a po

drugie, ze oba powickszenia sg rézne; mozna wigc oczekiwac dystorsji obrazu, szczegdlnie

wtedy, gdy oczekujemy duzych powiekszen lub pomniejszen.
Soczewki grube i uklady zlozone

Rozpatrujac soczewki grube 1 ztozone uktady optyczne (skiadajace si¢ z kilku
soczewek, cienkich lub grubych) przyjmiemy za Mobiusem i Gaussem (bez dowodu), ze
dowolny uktad optyczny mozna opisa¢ przy pomocy prostego modelu, w ktérym zaktada sig,
ze zalamanie promieni wigzki §wiatla w uktadzie zachodzi tylko i wylacznie w dwoch tzw.
plaszczyznach gtownych prostopaditych do osi optycznej 1 zlokalizowanych na og6t wewnatrz
uktadu. Wtasnosci ptaszczyzn gtownych sg nastepujace:

1. Rownolegta do osi optycznej wiagzka
Swiatla padajagca na uklad z jednej strony

H, H, wychodzi z uktadu z drugiej strony skupiajac

sic w ognisku odlegtym o ogniskowa f od

R R P drugiej ptaszczyzny gltownej i, analogicznie,

s 2 réwnolegta wigzka $wiatta padajaca na uktad
z drugiej strony, wychodzi z ukladu po

a p p 5 przeciwnej stronie skupiajac si¢ w ognisku

odlegltym o t¢ samg odlegto$¢ ogniskows f

od pierwszej ptaszczyzny gldwnej.
2. Rozbiezna wigzka promieni wychodzaca z jednego z ognisk uktadu opusci uktad po

przeciwnej stronie jako wigzka roéwnolegla.
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3. Jezeli odleglosci przedmiotowa §, 1 obrazowa s, bedziemy mierzy¢ od,
odpowiednio, pierwszej i drugiej plaszczyzny glownej, to réwnanie opisujace relacje

pomigdzy tymi wielko$ciami i ogniskowa / bedzie miato postac:

Dla soczewki cienkiej obie ptaszczyzny gléwne pokrywaja si¢, dla soczewek grubych
plaszczyzny te sa zlokalizowane w poblizu zewngtrznych powierzchni soczewki, a dla uktadu
optycznego sktadajacego si¢ z kilku soczewek znajduja si¢, odpowiednio, w poblizu pierwszej
powierzchni pierwszej soczewki i1 drugiej powierzchni ostatniej soczewki w uktadzie. Dla
soczewki grubej punkty przecigcia ptaszczyzn gldéwnych z osig optyczna, tzw punkty glowne,
powinny zatem by¢ zlokalizowane niezbyt daleko od punktow wierzchotkowych.

Wiasnosci ogniskujgce (obrazujace) ukiadu optycznego sa catkowicie wyznaczone
przez potozenia plaszczyzn gldwnych i ognisk tego uktadu. Znajomos$¢ potozen ptaszczyzn
gléwnych i ognisk przedmiotowego i obrazowego, pozwala znalez¢ bieg promieni
rownolegtego i ogniskowego, a zatem pozwala na znalezienie potozenia obrazu. Warto
jeszcze raz podkresli¢, ze chociaz rzeczywisty przebieg promieni w uktadzie sktadajagcym sie
z wielu soczewek moze by¢ znacznie bardziej skomplikowany, to jednak potozenie obrazu
znalezione czy to metodg wytyczania biegu promieni, czy dzigki zastosowaniu réwnania
Gaussa w oparciu o znajomos¢ polozen plaszczyzn gtownych i ognisk, bedzie odpowiadato
rzeczywistosci.

Lupa (szklo powiekszajace)

Najprostszym uktadem optycznym jest pojedyncza soczewka skupiajaca, ktora moze
stuzy¢ jako szkto powigkszajace czyli tzw. lupa. Poniewaz lupa stuzy jako przyrzad optyczny
wspomagajacy oko ludzkie zaczniemy od rozwazan nad powigkszeniem przedmiotow
ogladanych przez nieuzbrojone oko.

Jak pokazano na rysunku ostre widzenie przedmiotdw znajdujacych si¢ w roznej
odlegtosci od oka wymaga “dopasowania” ogniskowej tak, by obraz wypadal zawsze na
siatkowce (akomodacja oka). Poniewaz wielko$¢ obrazu na siatkdbwce oka rosnie z malejaca
odlegtoscig przedmiotu od oka wprost proporcjonalnie do kata widzenia przedmiotu @ ,
korzystnie jest oglada¢ przedmioty z bliska.

Powigkszenie dla trzech przypadkéw pokazanych na rysunku osigga najwigksza

warto$¢ dla przypadku c), gdy przedmiot znajduje si¢ najblizej oka. Niestety dla tego
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przypadku (odlegto$¢ przedmiotu od oka mniejsza niz pewna minimalna odlegto$¢ na ktorg
pozwala zdolno$¢ akomodacji oka, tzw. odlegtos¢ dobrego widzenia) obraz jest duzy ale
nieostry. Przyjmuje si¢, ze odlegtos¢ dobrego widzenia (r6zna dla réznych ludzi) wynosi

Srednio okoto 25 cm.

B B e
! = @ dziatania lupy. Przedmiot, ktory z odleglosci

dobrego widzenia (L,) jest widziany pod
) for— g (L) ] y P

25¢cm katem @ ,, moze by¢, dzigki lupie, widziany

¢ N pod znacznie wigkszym katem @ ,. Chociaz

przedmiot znajduje si¢ teraz blizej oka (w

Na rysunku nizej przedstawiono zasadg

odlegtosci syt /), nie ma problemu z
akomodacja, gdyz jego pozorny obraz,
wytworzony przez lupe i widziany przez oko,
znajduje si¢ w odleglosci L, ktéra powinna

by¢ nie mniejsza niz odlegtos¢ dobrego

widzenia L, .

L Oznaczmy odleglo§¢ przedmiotu od lupy
§, przez S, , odlegto$¢ obrazu pozornego od lupy
3 przez s,, odleglos¢ lupy od oka przez /, a

ogniskowa lupy przez f .
Powigkszenie katowe obrazu ogladanego przez lupe okreslamy jako:

a
m, = —- (4.13)
aO

Wprowadzajac oznaczenia 7 i H na wysoko$¢ przedmiotu i jego obrazu pozornego

mamy dalej (w przyblizeniu matych katow: ¢ , Utga , = H/L ia,Utga = h/L)):
m =g ok Lo /A Lo s (4.14)
L OhQ

gdzie znak minus zabezpiecza dodatnig warto§¢ powigkszenia katowego dla obrazu

pozornego i prostego (s, ujemne). Korzystajac z rownania Gaussa (4.6) otrzymujemy:
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Lo s Lol oLl Lo s
m, == DE SZE i 1 SI)HJN SIE i D%l j‘% , (4.15)

Wielko$¢ D = 1/ f nazywa si¢ mocg optyczng soczewki. Poniewaz s, = - L+ [ (s, ujemne)

ze wzoru (4.15) znajdujemy:

L L -

m, :—ODQI—S—IH:—OD%H L—ZE:LODD1+ DDHI—i D, (4.16)
LEofELd f £ "0 i

Ze wzoru (4.16) wynika, ze maksymalne powickszenie katowe wystepuje przy minimalnej

odlegtosci lupy od oka. A zatem ktadziemy w (4.16) / = 0 i otrzymujemy:

01 0 L
m, = L,0q—+ Dp= L,0D+ =% 4.17
0 H I H 0 I ( )
Z wyrazenia (4.17) wnioskujemy, ze powiekszenie katowe m, jest zawarte pomiedzy L,D

(dla nieskonczonej odleglosci obrazu od lupy, przedmiot w ognisku, swobodne oko) i (

LyD+ 1) (dla obrazu znajdujacego si¢ w odlegtosci dobrego widzenia L, od oka). Dla
typowej lupy o mocy optycznej rzedu +10D (ogniskowa 10 cm) powigkszenie katowe bedzie
w takim razie zawarte pomigdzy 2.5 1 3.5 co odpowiada obserwacji bezposredniej przedmiotu

(przez osobe bez wad wzroku) z odlegtosci 7 do 10 cm.
Pryzmaty i dyspersja Swiatla

Zjawisko dyspersji swiatta jest zwigzane z zalezno$cia predkosci $wiatla, a zatem i1
wspotczynnika zatamania n = ¢/U , od dlugosci fali swietlnej. Zjawisko to stanowi podstawe
dziatania przyrzadoéw spektralnych wykorzystujacych pryzmaty. Zasada dziatania pryzmatu
jest przedstawiona na rysunku.

Poniewaz kat odchylenia ¢ promienia wychodzacego z pryzmatu po dwukrotnym
zalamaniu na powierzchniach pryzmatu zalezy od kata tamigcego pryzmatu ¢ i od
wspolczynnika zatamania $wiatla 7 materiatu, z ktérego wykonano pryzmat, a z kolei
wspolczynnik zatamania $wiatla zalezy od dtugosci fali $wietlnej, pryzmat stwarza mozliwo$¢
przestrzennego rozdzielenia $wiatla o réznych barwach. Oznacza to, ze za pomocg pryzmatu
mozemy wyznaczy¢ ilosciowo zawarto$¢ w widmie badanej wigzki $wiatla réznych jego
sktadowych spektralnych. Stad takie przyrzady nosza nazwe przyrzqdow spektralnych
(spektrum oznacza widmo). Newton byt pierwszym, ktory wykorzystat w ten sposoéb pryzmat

1 zademonstrowat, ze $wiatlo biate sklada si¢ ze §wiatta o wszystkich barwach, od fioletowej,
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niebieskiej poprzez zielong, z6tta, do czerwone;.

Udowodnimy, ze kat odchylenie promienia przechodzacego przez pryzmat € jest
minimalny gdy promien §wietlny przechodzi przez pryzmat symetrycznie, tzn. gdy kat @ | jest
rowny katowi £, .

Kat odchylenia promienia ¢ jest katem

zewnetrznym w odpowiednim trojkacie, a
zatem € =(@,- )t (B,-0,). Poniewaz

0=a0,+p, (kat 0 jest katem zewnetrznym

w innym trdjkacie) mamy ostatecznie:

E=0,+pf,-0 . (4.18)
Ze wzoru (4.18) wynika, ze

de =do tdf, (4.19)
czyli zmiana kata ¢ jest rOwna sumie zmian katow 0 | i f, (kat 0 jest staly). Kat ¢ bedzie
minimalny, jezeli

ds = da +dB,= 0. (4.20)

Znajdziemy zmiany katowe d0 | i df ,, korzystajac z prawa zalamania Snella

SHU . sinf,
—-n i — =n. (4.21)
sinf, sing ,
Rézniczkujac wzory (4.21) otrzymujemy
cost , Oda | = nlcosp ldf, i cosp,ldf, = nlcost o, . (4.22)

Eliminujac z rownan (4.22) wspolczynnik zatamania 7 otrzymujemy:

cosf cosfl , _cosq , _da
dB ., = nl 2do,=da [ L0 22 4.2
£ cosf, ° "“cosp, cosf, dB, - (4.23)
Poniewaz 0 = ¢, + f,, a zatem
do,=-df, . (4.24)
Po uwzglednieniu (4.24), wzor (4.23) mozemy zapisa¢ w postaci:
cosf , _cosdl
dp,=-da [ L——2 (4.25)

cosf, cosf, °

Po podstawieniu (4.25) do wzoru (4.20) otrzymujemy:
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de = do 4 dp, = do 0(1- 00005 (4.26)
cosf, cosf,
Roéwnanie (4.26) bedzie spetnione, jezeli
0,=p, oraz 0,=§,, (4.27)

czyli dla symetrycznego przechodzenia promienia przez pryzmat. Oznacza to, ze Kkat

odchylenia przyjmuje w takich warunkach warto§¢ minimalng. Wykorzystujac wzor (4.18),
£=0,+p,-0, dla symetrycznego przechodzenia promienia przez pryzmat mamy

£+0=0,+p,=2F,. Dalejze wzorud =0, + f, znajdujemy 0 =0 ,+ f, = 20,. A zatem

sinHE+6H
2 0

sinf, . _ 0 n (4.28)

sing , : Hé H ' '

sin[]—
020
Skad po ostatecznie otrzymujemy rownanie pryzmatu:
£+ 0

sinH H: n DsinH—H ) 4.29
0 2 [ 020 (4.29)

Przypomnimy, ze w rdwnaniu tym 7 jest wspotczynnikiem zatamania materialu pryzmatu, a
£ 10 sgodpowiednio, katem najmniejszego odchylenia i katem famigcym pryzmatu.
Dla cienkiego pryzmatu katy ¢ i 0 s nieduze i rownanie (4.29) przyjmuje, w

przyblizeniu, prostsza postac:

£+0 0
@ . @DnD@E@, skad ¢ 00 00n-1) . (4.30)

Z rownan (4.29) i (4.30) wynika, ze wielko$¢ rozszczepienia promieni odpowiadajacych
swiatlu o r6znych barwach bedzie zalezng od rdéznicy warto$ci wspotczynnika zalamania dla
odpowiednich dlugosci fali.

Dyspersjq Srednig nazywa si¢ roznice wspotczynnikow zatamania dla $Swiatla
niebieskiego 7, (4 = 485 nm) i czerwonego 7. (A = 656 nm). Z kolei refrakcjg dla danego
materialu nazywa si¢ wielko$¢ (n, - 1), gdzie n, jest wspdlczynnikiem zatamania dla

dlugosci fali odpowiadajacej zottej linii sodu (589 nm). Wielkos¢:

n.-n

ny-1
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nazywa si¢ dyspersjq wzgledng albo zdolnoscig rozszczepiajgcq.
Dyspersja normalna i anomalna

Czgsto nazywa si¢ dyspersja zalezno§¢ wspotczynnika zatamania 7 od diugosci fali
$wiatla, chociaz bardziej poprawnie dyspersja nazywa si¢ pochodna wspotczynnika zalamania
wzgledem dlugosci fali dn/d) . Pierwsza proba analitycznego opisu zaleznoSci
wspotczynnika zatamania od dtugosci fali Swiatla zaproponowat Cauchy (1836 r):

B C

gdzie A4,B,C sg stale, charakteryzujgce dany materiat. Wzor Cauchy’ego (4.32) opisuje tzw.
dyspersje normalng (wspOlczynnik zatamania 7 maleje ze wzrostem dlugosci fali 1 ).
Okazuje sig, ze dla kazdego materiatu istnieje jednak pewien zakres dtugosci fali, w ktorym
wspotczynnik zatamania rosnie ze wzrostem dtugosci fali. W zakresie tym, zwanym obszarem
dyspersji anomalnej, wzér Cauchy’ego nie jest sluszny. Wytlumaczenie wystgpowania obu
rodzajow dyspersji wymaga wiedzy z fizyki atomowej, a zatem mikroskopowe rozwazanie
zjawisk dyspersji odlozymy do dalszych wykladow. Korzystajac ze wzoru (4.30) (
¢ 00 O(n-1)) oraz wzoru (4.32), tatwo mozemy wyliczyé wielko$¢ zmiany kata odchylenia

promienia z dtugoscig fali $wiatta (na jednostke dtugosci fali):

de ZB 4C 20 UB
_DJD_:—éﬂ ——— 4 = -
dA 7 H AS @ TR (4.33)

Roéwnanie (4.33) pokazuje, ze wzrostem dlugosci fali kat odchylenia maleje, jednak maleje
tym wolniej im wicksza jest wartos¢ dlugosci fali swiatla. Stosunek wartosci dyspersji, na
przyktad, dla §wiatta o dtugosci fali 400 i 800 nm (odpowiadajacych z grubsza zakresowi
$wiatla widzialnego), wynosi okoto 8, co oznacza, ze w obszarze $wiatla niebieskiego
rozszczepienie $wiatla przechodzgcego przez pryzmat i mierzone wielko$cig de /d) , jest 8
razy wigksze niz w obszarze $wiatla czerwonego. Warto zwroci¢ uwage, ze wielkosé
wspolczynnika zatamania zalezy od warto$ci statych A i B, natomiast dyspersja dn/d} nie
zalezy od stalej A. Zatem duza warto$¢ wspdlczynnika zatamania (duza warto$¢ A) nie jest

warunkiem koniecznym dla uzyskania duzej warto$ci dyspers;ji.
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