Wyklad 2

Rownania Maxwella

Na poprzednich wyktadach zapoznaliSmy z poszczegdlnymi roOwnaniami pola
elektromagnetycznego. Teraz zapiszemy je wszystkie w tradycyjnej formie zwanej

rownaniami Maxwella.

Calkowa posta¢ rownan Maxwella Rozniczkowa posta¢ rownan Maxwella
PEDdiz -Pa—BDdﬁ, (2.1a) [ﬁ X E] = rotE = - a—B, (2.1b)
) L 0t dt
~ - 0. DO - O ~ . 0D
pHUA = p1j+ SO00dS,  (2.20) 6% = rori= 5+ 22, @.2b)
L S 01 dt
PDDd% - _[P 0dv , (2.3a) (ﬁ Dﬁ) = divD= p, (2.3b)
N Vv
pBTS= 0 .40 |7 0B) = aivB = 0. (2.4b)
S

Pierwsze rownanie Maxwella (rownanie (2.1a) albo (2.1b)) wyraza prawo indukcji
Faradaya: zmienny w czasie strumien magnetyczny jest zrodtem wirowego pola elektrycznego.

Z drugiego réwnania Maxwella (réwnanie (2.2a) albo (2.2b)) wynika, ze pole
magnetyczne jest polem wirowym i zZrodtem tego pola sq prgdy przewodzenia oraz prgdy
przesuniecia.

Trzecie rOwnanie Maxwella (rownanie (2.3a) albo (2.3b)) jest rownowazne prawu
Coulomba. Z niego réwniez wynika, ze Zzrodtem pola elektrycznego potencjalnego sq tadunki
elektryczne i linii pola elektrycznego zaczynajqg sie i konczq sie na tadunkach elektrycznych.

Czwarte roéwnanie Maxwella (réwnanie (2.4a) albo (2.4b)) oznacza ze w przyrodzie
nie istniejq "tadunki" magnetyczne i linii pola magnetycznego sq liniami zamknietymi.

W teorii Maxwella elektryczne i magnetyczne wlasciwosci izotropowego srodowiska
sa okreslane trzema wielko$ciami:

1) przenikalnoscig dielektryczna ¢ substancji

D=¢elE , (2.5)
2) przenikalnoscig magnetyczng #

Bz, u0H , (2.6)

3) przewodnoscig elektryczng wiasciwg 0
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j=0E . (2.7)

Uktad czterech réwnan (2.1) - (2.4) oraz trzy rdwnania materiatowe (2.5) - (2.7)

tworza petny uktad réwnan teorii pola elektromagnetycznego Maxwella.
Fale elektromagnetyczne. ROwnanie falowe

Maxwell po raz pierwszy udowodnil, ze z rownan pola elektromagnetycznego (2.1) -
(2.4) wynika mozliwo§¢ istnienia nawet w pustej przestrzeni (prozni) fal
elektromagnetycznych, rozchodzacych si¢ z predkoscig réwnej predkosci swiatla w prozni.
Ten fakt pozwolit Maxwellowi zalozy¢, ze $wiatlo jest niczym innym, jak falg
elektromagnetyczng.

Rozwazmy elektromagnetyczng teori¢ $wiatta Maxwella i najpierw zapiszmy roOwnania

Maxwella w izotropowym osrodku nie zawierajacej tadunkéw elektrycznych (p = 0) i

pradéw przewodzenia (/ = 0):

[ﬁ X E] = - %, (2.8)
7+ 1] aa—lf (2.9)
|7 0D)= & ,¢ (T 0E) = 0, (2.10)
|7 0B) = pop(F 0= 0. @.11)

W réwnaniach (2.10) 1 (2.11) uwzglednilismy, ze dla izotropowych os$rodkow D= of 0E i
B= i u0H.

Pomn6ézmy  obustronnie  réwnania  (2.8) 1 (2.9) wektorowe przez

_ 0. 0. .

V—a—xex+ayey+azez
[ﬁx [0 x E]] = - ;—t[u‘x B, (2.12)
. i - -
[D x [0 x H]]: E[D x DJ. (2.13)

Korzystajac z tozsamos$ci wektorowej ("bac" minus "cab")

[ax[bxc]]= bald)- ¢Ualh)= b(aic)- (alh)lc,

15



znajdujemy dla lewych czesci rownan (2.12) 1 (2.13)
7% (0% B1|= Tu@ 0By~ (0T 0E = -4 0F (2.14)
a b ¢ b a ¢ a b ?
O (3% A1|= So@ o) - @) = -0 0A (2.15)
a b c b a c a b

Tu uwzgledniliémy wzor (2.10) ([T 0] = 0) i wzor 2.11) ([T 1A = 0) oraz wzor

R L L
A:(DDD):ax2+ay2+az2' (2.16)

Dla prawych czesci rownan (2.12) 1 (2.13), biorgc pod uwage wzory (2.8) 1 (2.9),
otrzymujemy

=

0°F
E “ o€ oEH F, (2.17)

0 JoD
'—[D X B]= -l ol —[D X H]= - f o E

drnot

-
——[D xz)]-s ¢ ——UJXAE]- - EE_H H €M OEN-%;éi. (2.18)

Po podstawieniu rownan (2.14), (2.15) 1 (2.17), (2.18) do rownan (2.12) 1 (2.13) ostatecznie

otrzymujemy
~ 1 0%E
MNE - — =0, 2.19a
v as’ ( )
Aﬁl-iazg-o (2.19b)
u? ¢’ ’ '
gdzie
1 1
b= — . (2.20)
Eoly €N

Roéwnania (2.19a) i (2.19b) sa tak zwane rownania falowe. Okre$laja oni ruch falowy z

predkoscig U . Przed tym jak rozwaza¢ rozwigzania rdwnan falowych rozpatrzmy przypadek

prozni (pustej przestrzeni) dla ktorej € = f = 1. W tym przypadku, jak wida¢ ze wzoru (2.20),
predkosc¢ fali jest okreslona tylko przez fundamentalne state ¢, 1 [/ 1 jest rOwna, jak okazuje
si¢ predkosci $wiatta w prézni (¢, = 8,9010"2C* (N Om*), i, = 1L,L3010°°H /m)

1
oﬂo 890.3

0o’ = 3010° m/s .
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To, ze wielko$¢ 1/4/¢ ol , pokrywa sie z predko$cig Swiatta w prézni nie jest przypadkowq i
wynika z tego, ze rozwigzania rownan (2.19) reprezentujg fali elektromagnetyczne, a swiatlo

jest wiasnie niczym innym jako falami elektromagnetycznymi. W osrodku, zgodnie z (2.20),

predkos¢ fali elektromagnetycznej U jest mniejsza od predkosci fali w prozni i wynosi

C
¢ Oy

(2.21)

Udowodnimy teraz, ze rozwigzaniami rownan (2.19a) 1 (2.19b) sa fale
elektromagnetyczny rozchodzace si¢ z predkoscig U .
W celu uproszczenia zapisu, zapiszmy réwnanie (2.19a) tylko dla V - sktadowej

wektora E

0’E, 0°E, 0°E, 1 0°E
t—t —- ———-=0 222
dx* iy° iz u? A’ (222)

i zatozmy, ze 0E, /0x= 0E /iy = 0, Wtedy z rownania (2.22) mamy

0°E 1°E
o LOE (2.23)

aZZ 2 a 2

<
~

Rozwigzanie rownania (2.23) tatwo znalez¢ wprowadzajac nowe zmienne
E=z-0lr, n=z+tulr, (2.24)
Rozwazajac teraz E, jako funkcje zmiennych ¢,/ znajdujemy

0E, J0E 0E IE, OFE
_y:_yDKJr _yDO_I]: —L+ = (2.25a)
bz d¢ dz dp 9z ¢ An

0E, 0E, 9§ 0E, dp E J1E
Lo IO IOy (- D). 2.25b
it d& o0t dn 0t (ag ar]) ( )
Ze wzorow (2.25) wynika, ze
a_:a_+a_ 2.26
iz 9f dap (2.262)
0 i 0
—= VU —
y (a{ T ) . (2.26b)

Korzystajac ze wzoréw (2.26) otrzymujemy
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2

2 2 2
0’E, 0E, E,

E 2 : 227
TR FER YT (227)

<+
- -
1

1’E. 0°E 1°E
E = 2+ L-2—2 (2.28)
Y0¢ 0N déop

10°E, Ea 0
v o

 — - -

Po podstawieniu (2.27) 1 (2.28) do rownania (2.23) znajdujemy

0°E, 10°E, 0°E,
2 2 a2 =4 ~-=0
z= v~ 0t déan

(2.29)

Latwo sprawdzi¢, ze rozwigzaniem rownania (2.29) jest superpozycja dwoch dowolnych

funkeji ¥, (1) i ¥,()
ECn)=9,E)+¥,0) . (2.30)

Istotnie, rézniczkujac (2.30) wzgledem zmiennej ¢ otrzymujemy

y_ 0¥,
0. (231)

Rézniczkujac nastepnie (2.31) wzgledem zmiennej T uzyskujemy rownanie (2.29).

Przez zmienne z it (patrz wzor (2.24)) rownanie (2.30) mozemy zapisa¢ w postaci

E,¢.n)=Y (z-0l)+ ¥ (z+v D) (2.32)
vl s wl g Rozwazmy teraz jaki§ dowolny punkt
v
—_—

(zat6zmy A ) na krzywej ¥ (z-Ut). Wtedy z

rownosci  z-U = const  wynika, ze
wzrostowi czasu ! odpowiada réwniez wzrost

vt X X z . A zatem punkt 4 bedzie przesuwal si¢ w

dodatnim kierunku osi z z predkoscig U .
A wigc funkcja ¥ (z-U¢) reprezentuje falg rozchodzacag si¢ w dodatnim kierunku osi z.
Odpowiednie, funkcja ¥ ,(z+ U?) reprezentuje fale rozchodzaca si¢ w ujemnym kierunku osi
z . Udowodnili§my wiec, ze rownanie (2.23) jest roOwnaniem fal rozchodzacych si¢ z

predkoscig swiatta w dodatnim i ujemnym kierunkach osi z .

W zagadnieniach praktycznych najwazniejszymi sa fale o ksztaltcie

Y, =0 Ceoslk{ztv )] | (2.33)
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gdzie k=2m /A =2mv /A D )=w /v,

W zapisie zespolonym fala (2.33) ma postac
o, =W explillkzt 0 )] . (2.34)

Powierzchni fazy statej (kzt @ 0 = const) fali okreSlonej wzorem (2.34) - czoto fali,
sg ptaszczyznami prostopadtymi do kierunku rozchodzenia si¢ fali, czyli sa prostopadte do osi
Oz . Fali takie nazywamy falami ptaskimi.

Fali postaci (2.33) nazywamy monochromatycznymi (zalezq tylko od jednej czestosci
W ) i harmonicznymi (opisuje ich funkcja cos albo sin) falami.

Fali ptaskie sg dobrym przyblizeniem w przypadku, gdy rozwazamy punkty znajdujace
si¢ bardzo daleko od zrédta fali. Gdys$ jednak odlegto$¢ od zrodta nie jest wystarczajaco duza,

stosujemy przyblizenie fali kulistej. Kulista fala harmoniczna ma postaé

y
Y (r,6) = —~Ccos(kr- 0 ) , (2.35a)
r
lub, w zapisie zespolonym:

Y (r,0) = llJ—ODexp[i(kr— o )] . (2.35b)
r

W réwnaniach (2.35) wielko$¢ 7 jest odlegtoscia punktu od zrodta fali.

W przypadku fali kulistej powierzchni statej fazy (kr- w Uf = const) bedg mialy
posta¢ koncentrycznych powierzchni sferycznych, a nie ptaszczyzn.

Oprocz fal plaskich i kulistych stosujemy tez czasami przyblizenie fali walcowej. To
przyblizenie jest dobrym w przypadku zrddta liniowego, albo przy przejsciu fali ptaskiej przez

nieskonczenie dlugg i bardzo waska szczeling. ROwnanie fali walcowej harmonicznej wyglada

tak same jak rownania (2.35). Jednak teraz w tych rownaniach wielko$¢ r = \/x* + y* , a 0§

Oz jest osig symetrii walca, a takze Zrodtem fali.

Rozwazmy teraz fale ptaska postaci
E = E lexplilkz+w )| | E =E =0, (2.36)

Z pierwszego rownania Maxwella (2.1b) znajdujemy

ﬁsz———:— Y5 = - x = _ y = . =
l l ax ay aZ 0Z * at ex at ey at ez- (237)
0 E 0



Skad

E B
08, L= kOE, Lz 9B, =0. (2.38)
0t 0z g d

Z dwoch ostatnich rownan wynika, ze

Catkujac pierwsze z réwnan (2.38) wzgledem czasu otrzymujemy

B (z,t)= ikEyOIexp[i(wt +kz)]dt =
k 1 (2.39)
= gEyo cos(wt + kz) = ;E}, (z,0)

Tu uwzglednilismy, ze

k/iw=2m/QrD)=1/v .

Biorac pod uwagg, ze 1/U = /¢ (€[l )i oraz

£

B= ol 0H wzbr (2.39) mozemy rowniez

zapisa¢ w postaci

JHolt TH (z,0)= \Je ¢ TE (z,) . (2.40)

Z réwnan (2.36) 1 (2.40) wynika, ze:
1. drgania pola elektrycznego i magnetycznego sa zwigzany miedzy soba; stad te fali
nazywamy falami elektromagnetycznymi,

2. fale elektromagnetyczne sg falami poprzecznymi: wektory EF i B znajdujg sie w
plaszczyznie prostopadiej do kierunku rozchodzenia sie fali k = & le. ;
3. trojka wektorow E, B, k tworzy trojke wzajemnie prostopadtych wektorow;

4. wzajemnie prostopadte wektory £ i B drgajg w jednej fazie, czyli jednocze$nie

osiggaja warto$ci zerowe 1 maksymalne.
Wektor Poyntinga - Umowa

Rozwazana wyzej fala elektromagnetyczna przenosi w kierunku osi z energi¢ pola
elektromagnetycznego. Predkos$¢ przeptywu energii w dowolnej fali elektromagnetycznej

przez jednostkowa powierzchni¢ opisuje tak zwany wektor Poyntinga - Umowa

S=[ExH]. (2.41)
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Udowodnimy wzor (2.41) na przykladzie fali elektromagnetyczne; (2.36) 1 (2.39)

rozchodzacej si¢ w kierunku osi z .

AX W ciagu czasu dt przez powierzchnie dS
JS prostopadtej] do osi z przeptynie energia
A zawarta w objetosci dV = v Odz 1dS
>z dW = wiu 0de [dS) . (2.42)
y V-olt gdzie W - gesto$¢ objetosciowa energii pola
elektromagnetycznego
W %(Euby %(Euﬁ) = %(505 DE* + yp OH?) . (2.43)
Z réwnania (2.40) wynika, ze
ol ODH?(z,8) = € ¢ DE*(z,1) . (2.44)

A zatem ze wzoru (2.43) znajdujemy

_l 2 2N\ 2 _
W—2(808E + p )= eE” =

] (2. 45)
= JeeE\ o = ;|[E X 1—7|
Po podstawieniu (2.45) do wzoru (2.42) otrzymujemy
dW = wi( 0dt0dS) = dt 0dS DHE X Fl” _ (2.46)

Skad dla predkosci przeplywu energii fali elektromagnetycznej przez jednostkowsg

powierzchnie prostopadta do kierunku propagacji fali uzyskujemy

)= [£x A . 2.47)
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