Wyklad 1

Zwigzek miedzy polami elektrycznymi i magnetycznymi

Prawo indukcji elektromagnetycznej

Po raz pierwszy zwiazek miedzy elektrycznymi i magnetycznymi polami wykryt w
1832 roku Faraday. Zjawisko, ktore odkryt Faraday nosi nazw¢ indukcji elektromagnetyczne;j.

Na podstawie obserwacji Faraday doszedt do wniosku, ze indukowana w obwodzie sita
elektromotoryczna B, jest wzietej ze znakiem ujemnym szybkosé, z jakg zmienia sie strumien

® ,, przechodzqcy przez ten obwdd:

Zeby wytlumaczy¢ zjawisko indukcji elektromagnetycznej rozwazmy ruch
przewodzacego preta w jednorodnym polu magnetycznym. Dla uproszczenia zaldozmy, ze

odcinek porusza si¢ ze stala predkoscia U w plaszczyznie prostopadiej do wektora indukcji

magnetycznej B . Na elektrony przewodzenia odcinka dziata wowczas sita Lorentza:

t . F = elux B . (1.1)
® | . |
o 124 Pod  dzialaniem  sily = Lorentza  elektrony
/ B I —
F . . . . .
I przemieszczajg si¢ wzdtuz przewodnika, w zwigzku z
5 czym ulega naruszeniu réwnomiernos$¢ ich rozktadu

s - .
w objetosci przewodnika.
Miedzy koficami odcinka powstaje réznica potencjatéw, A¢ | a wewnatrz niego - pole

elektryczne

E: % : (1.2)

Sita (136 = -|e| IE ), z ktoérej dziata pole (1.2) na elektrony odcinka przewodnika jest

skierowana przeciwnie niz sita Lorentza. W stanie rOwnowagi sity te rOwnowaga si¢, a zatem
eE=elB .
Skad, z uwzglednieniem (1.2), znajdujemy

b =By = B - ppS - Pn
dt dt  dt

(1.3)



Iloczyn Ildx = dS okresla pole powierzchni zakre$lanej przez przewodnik podczas jego ruchu

w czasie dt ,a BdS = dO , okreSla strumieh magnetyczny przez pole powierzchni dS .
Zgodnie z prawem Ohma dla odcinka (/= (0 ¢ + E)/R,,) w przypadku gdy 7= 0

roznica potencjalow A ¢ réwna sie ze znakiem minus sile elektromotorycznej dzialajacej na

ruchomym odcinku przewodnika
Agp =-E . (1.4)

Poniewaz na tym odcinku nie wystepuja zrodta pradu, mozna przyjaé, ze sila

elektromotoryczna E wystepujaca we wzorze (1.4) to jest sita elektromotoryczna (SEM)

indukcji E= E;. A zatem, ze wzorow (1.3) i (1.4) mamy

E=-—=. (1.5)

Wzér (1.5) ma identyczng posta¢ z podstawowym prawem indukcji elektromagnetycznej. A
wigc, w oparciu o sile Lorentza mozna wyjasni¢ mikroskopowy mechanizm indukowanie

pradu w przewodnikach poruszajacych si¢ w statym polu magnetycznym.
Wirowe pole elektryczne

W przypadku nieruchomych przewodnikoéw powstawanie SEM indukcji nie moze by¢
zwigzane z sitg Lorentza. W celu zinterpretowania zjawiska indukcji elektromagnetyczne w
przewodnikach nieruchomych nalezy przyja¢, ze zmienne pole magnetyczne wywoluje
powstawanie pola elektrycznego, pod wpltywem ktorego w obwodzie zamknigtym indukowany

jest prad elektryczny. Indukowane pole elektryczne jest rownie realne, jak pole wytwarzane

przez tadunki statyczne i dziata na adunek probny ¢ z sita F = gE. W zwiazku z tym,

korzystajac z definicji sily elektromotorycznej mozemy napisac

E = pEwl (1.6)

gdzie catkowaniem objeta jest cata dtugo§¢ L obwodu zamknigtego.

Zgodnie z prawem indukcji elektromagnetycznej

9B s g , (1.7)
dt dt

do d = o
= - - 2 (BOS) = -
& aa®®



SEM indukcji moze powsta¢ wskutek zmiany ksztattu obwodu i1 jego potozenia w polu
magnetycznym, a takze w wyniku zalezno$ci indukcji magnetycznej B od czasu. W
przypadku nieruchomych przewodnikow ksztalt obwodu i jego potozenie w polu

magnetycznym nie ulegaja zmianom, a zatem

do B - 30

oz - m oz -6—0dS = - z
5 dt fat it - (18

Tu czastkowa pochodna 09 ,, /¢ oznacza, ze przy rézniczkowaniu po czasie uwzgledniamy
jedynie zalezno$¢ od czasu indukcji magnetyczne;j.

Biorac pod uwage wzory (1.6) 1 (1.8) otrzymujemy

Eldl = - —™
f i (1.9)

Ze wzoru (1.9) wynika, ze pole elektryczne wytwarzane przez zmienne w czasie pole
magnetyczne jest polem wirowym. (Przypomnimy, ze dla pola wirowego cyrkulacja wektora
pola wzdtluz obwodu zamknigtego nie jest rowna zeru. Przyktadem pola wirowego jest pole
magnetyczne.) Pole elektryczne wytwarzane przez tadunki elektryczne jest polem
pE Ll =
L

potencjalnym, poniewaz w tym przypadku 0 A zatem pole elektryczne moze by¢

jak potencjalnym, tak i wirowym. Zrédlem pola elektrycznego potencjalnego sa tadunki
elektryczne, natomiast zrodtem pola elektrycznego wirowego jest zmienny w czasie strumien
pola magnetycznego.

Z uwzglednieniem (1.8) 1 twierdzenia Stokesa, wzor (1.9) mozemy przepisa¢ w postaci

do, 0B

EUdl = protE0dS = - —" = - p—[dS
E Em i P (1.10)
Skad dla wirowego pola elektrycznego uzyskujemy
rotE = - 1B (1.11)
d¢
Prady Foucaulta

Prady indukowane powstajace w masywnych przewodnikach znajdujacych si¢ w

zmiennym polu magnetycznym nazywamy prgdami Foucaulta. W maszynach 1



transformatorach prady indukowane wywotuja silne nagrzewanie urzadzen 1 przyczyniajg si¢

do powstawania znacznych strat energii.
Indukcyjnos¢ wlasna obwodu

Dookota kazdego przewodnika z pradem istnieje pole magnetyczne. Wlasne pole
magnetyczne obwodu przenika réwniez przez powierzchni¢ S ograniczong przez obwod,
wytwarzajac tym samym strumien magnetyczny

o = J’BDdS _ (1.12)
S

Zgodnie z prawem Biota-Savarta element obwodu z pradem / wytwarza pole magnetyczne o

indukcji wprost proporcjonalnej do /

B= A(F)0I , (1.13)
Tu
Sy ol [dlXF]
A(F) = 2o
b GRSl e
1 catkowanie obejmuje catg dlugos¢ L
obwodu.
] Po podstawieniu (1.13) do wzoru (1.12)
otrzymujemy
0 = (BOdS= I0[ A(F)0dS
| | . (1.14)
Wielkos¢
L= [dSTAG) = deﬁf drxr]
X am 4 r

zalezy wylacznie od jego geometrycznego ksztattu i wymiaréw, a takze od przenikalnosci
magnetycznej H $rodowiska, w ktorym znajduje si¢ obwdd. Wielko$¢ L nosi nazwe
indukcyjnosci obwodu.

Wzér (1.14) wyrazony przez indukcyjnos¢ obwodu przyjmuje postaé
o =L0O . (1.15)

W uktadzie SI jednostka indukcyjnosci jest henr. 1 H = 1 Wb/A.



Zjawisko samoindukcji

Jezeli w obwodzie plynie zmienny prad, wéwczas zmienny w czasie strumien
magnetyczny @ ,, = LUl wzbudza w obwodzie SEM indukcji. Zjawisko to nazywa si¢
samoindukcjg albo indukcjq wiasng. Jesli obwod pradu nie ulega odksztatceniu, to
indukcyjno$¢ obwodu pozostaje stata i SEM indukcji E,, zgodnie z prawem Faradaya,
wynosi

E--209 (1.16)
d

Pod dziataniem sity elektromotorycznej samoindukcji pojawia si¢ prad indukowany
przeciwdziatajacy, wedlug prawa Lenza, zmianie pradu w obwodzie: spowalnia jego wzrost
lub malenie.

Indukcja wzajemna

Zjawisko indukcji wzajemnej polega na wzbudzaniu SEM indukcji w przewodnikach

umieszczonych w poblizu obwodu pradu zmiennego. Rozwazmy dwa obwody i niech w
pierwszym z tych obwodow ptynie zmienny prad o natezeniu /,, a w drugim obwodzie ptynie

zmienny prad o natezeniu 7, .

Zgodnie z prawem Biota-Savarta indukcja pola magnetycznego obwodu jest
proporcjonalna do nat¢zenia pradu plynacego w obwodzie. Jezeli oznaczmy przez ¢ ,,
strumien magnetyczny pola magnetycznego pradu /,, przez powierzchnie, ograniczong przez
drugi obwdd, to zgodnie z prawem Biota-Savarta strumien @ ,, jest wprost proporcjonalny do

natezenia pradu /,

®, =Ly, I, . (1.17)



Wspoétczynnik L,, nazywamy indukcyjnoscig wzajemng tych dwoch obwodéw. Indukcyjnosé
wzajemna zalezy jedynie od ksztaltu geometrycznego, wymiardow i potozenia wzajemnego
obu obwoddéw, a takze od przenikalnosci magnetycznej osrodka, w ktérym znajduja sie

obwody.
Strumien magnetyczny ¢ ,, pola magnetycznego pradu /,, przez powierzchnie,

ograniczong przez drugi obwdd, zgodnie z (1.15) wynosi

0= Lyl . (1.18)

Tu L,, = L, jest indukcyjno$cig drugiego obwodu.
Bioragc pod uwage (1.17) 1 (1.18) dla catkowitego strumienia pola magnetycznego

przez powierzchnie, ograniczong przez drugi obwdd, znajdujemy
o,=0,+0,=L,0,+L, 0 . (1.19)

W podobny sposob dla catkowitego strumienia pola magnetycznego przez powierzchnie,

ograniczong przez pierwszy obwod, otrzymujemy
o, =0 ,+0 ,=L,00,+ L, 0 . (1.20)

Tu L, = L, jest indukcyjnoscig pierwszego obwodu, a L, = L, jest indukcyjnoscig

wzajemng tych dwoch obwodow. Rownosé L,, = L,, wynika z tego, ze ¢ ,, = ¢, jezeli

Gdy ksztalt, wymiary i potozenie wzajemne obwoddéw pozostaja stale, wowczas
indukcyjnosci  L,,,L,,,L,, = L,, pozostajg stale i z podstawowego prawa indukcji
elektromagnetycznej znajdujemy dla SEM E, i E, indukowanych w pierwszym i drugim

obwodach

00 07 07

AR PR P B (1.2)
0] 0/ 07

B ey by (122)



Energia wlasna pradu elektrycznego. Energia pola magnetycznego.
Gestos¢ objetosciowa energii pola magnetycznego
Przy zmianie pradu elektrycznego w obwodzie, ktérego indukcyjnos¢ wynosi L, a
opor elektryczny - R, powstaje SEM samoindukcji, przeciwdziatajagca zmianom pradu.

Zgodnie z prawem Ohma prad / w obwodzie wynosi

E+ E
I= =, 1.23
R (1.23)
gdzie E oznacza SEM Zrodta pradu, a E; - SEM samoindukcji.
Uwzgledniajac (1.16), przeksztatcimy wzor (1.23) do postaci
E=/0R-E = IR+ Lg. (1.24)
t

Mnozac (1.24) przez Idt otrzymujemy nastepujacy wzor na prace wykonang przez zrodio

pradu w czasie dt

EO0ldt = I’R+ LIDdt . (1.25)

Pierwszy wyraz po prawej stronie rownania (1.25) okresla zwykla prace Lenza - Joule'a,

wydatkowang na nagrzewanie obwodu. Drugi wyraz - to dodatkowa praca uwarunkowana

zjawiskami indukcyjnymi. Oznaczmy przez W, prace dodatkows, wydatkowana na

powigkszenie pradu w obwodzie od zera do wartosci /

I 2
LUl
|/ J'LIa’I = . (1.26)
0
Wielkosé
2 2
W= LOI _ Lo _ 0) (1.27)

" 2 2 2L

nazywa si¢ energiq witasng prqdu I , ptyngcego w obwodzie o indukcyjnosci L .

Zwigkszenie pradu w przewodniku wywotuje zwigkszanie indukcji pola
magnetycznego. A zatem mozna przypuszczac, ze energia wlasna pradu (1.27) jest niczym
innym jak energig pola magnetycznego. Znajdziemy energia wlasng pradu / plynacego w

dhugim solenoidzie. Pole magnetyczne dlugiego solenoidu (zwojnicy) wynosi

B=pullln (1.28)



gdzie n= N/I - liczba zwojoéw przypadajacych na jednostke dtugosci.
Jezeli N oznacza liczbe zwojow, to wypadkowy strumien przechodzacy przez

wszystkie zwoje zwojnicy jest rowny
O, = NOBOS=nISOup 0I0n= pun?V0r, (1.29)
gdzie V' = IS - objetos¢ solenoidu.

Korzystajac ze wzoru (1.15) (¢ ,, = LUI') dla indukcyjnosci solenoidu znajdujemy

L= 2=y un’V . (1.30)

Uoll ODn* 1> TV . (1.31)

Ze wzoru (1.31) dla gestosci objetosciowej energii pola magnetycznego solenoidu

otrzymujemy

/4

m

1 1 o1 _
Qhob DL s (BB (B0

w, = —*
=

Tu uwzglednilismy wzoér (1.28) oraz zwigzek B=y ol 0H .
Roéwnanie (1.32) jest sluszne ogolnie, mimo ze wyprowadzilismy je tylko dla
solenoidu. Zgodnie z tym rownaniem jezeli w punkcie przestrzeni istnieje pole magnetyczne o

indukcji B, to mozemy uwazal, ze w punkcie tym jest zmagazynowana energia w ilosci

1= -
E(B UH ) na jednostke objetosci.

Jezeli pole magnetyczne nie jest jednorodnym polem, to energi¢ wlasna pradu okresla

wyrazenie

— —

W, = [ BuAay (1.33)

m

N | —

gdzie calkowaniem objgta jest cala objetos¢ V' pola magnetycznego.

10



Prad przesuni¢cia. Uogolnione prawo Ampere'a

Dotychczas rozwazalismy dwa rodzaje pradow elektrycznych: prad przewodzenia,
zwigzany z ruchem uporzadkowanym tadunkéw swobodnych i prad konwekcyjny, zwigzany z
ruchem natadowanych czastek (ciat) w prozni. Okazuje si¢, ze istnieje inny rodzaj pradow,
ktory nie jest zwigzany z ruchem fadunkow elektrycznych. Prady te odkryt Maxwell nazywaja
si¢ oni prgdami przesuniecia.

Istnienie pradéw przesunigcia wynika z rozwazania nastgpujacego przyktadu.
Kondensator ptaski dotaczony jest do zZrédta pradu zmiennego. Z prawa przeplywu pradu

mamy

EﬁDdT: L]Da@: I (1.34)

oznacza prad przewodzenia ptynacy przez powierzchni¢ S rozpigtej na

adzie 1° Lj 0dS

obwodzie zamknigtym P. Jezeli rozwazmy powierzchnie S, (rysunek A), to przez ta

powierzchnie przeplywa prad przewodzenia [ , a zatem zgodnie z (1.34)

£F[Dd7: I]Dd§: I (135)

Sl
Jezeli teraz rozwazmy powierzchnie S, (rysunek B), ktora rowniez jest rozpigta na obwodzie
zamknietym P ale przechodzi miedzy oktadkami kondensatora, to cyrkulacja wektora g

wzdluz konturu P pozostanie bez zmian, natomiast przez powierzchni¢ S, prad

przewodzenia nie ptynie, a zatem

11



Eﬁudi: ldeS*: 0 (136)

Otrzymalis$my wigc dwa sprzecznych wyniki (wzory (1.35) 1 (1.36).

Z tej sprzeczno$ci mozemy wnioskowaé, ze prawo Ampere'a nie jest stuszne dla
pradow zmiennych w czasie. Jednak Maxwell wysunat hipoteze, Zze ten wniosek nie jest
prawidlowy 1 prawo Ampere'a jest stuszne 1 w przypadku pragdow zmiennych w czasie. Dla
pradow zmiennych w czasie musimy jednak uog6lni¢ prawo Ampére'a, zaktadajac, ze oprocz
pradow przewodzenia istnieja tez tak zwane pradu przesuni¢gcia nie zwigzany z
przemieszczeniem fadunkow elektrycznych.

Mechanizm powstawania pradow przesunigcia tatwo zrozumie¢ rozwazajac prawo
Gaussa dla zamknigtej powierzchni S, sktadajacej si¢ z powierzchni S, i S, : 5= 8, + 5,
(patrz rysunek)

EDDdE =0 (1.37)

gdzie Q jest tadunkiem jednej z oktadek kondensatora.

Gdy przez kondensator plynie prad zmienny zachodzi roztadowanie i ladowanie
kondensatora, wskutek czego tadunek oktadki kondensatora nie bgdzie statym w czasie. Ze
wzoru (1.37) wynika, ze zmienny w czasie tadunek wywoluje zmienne w czasie pole

elektryczne 1 zmiany wektora indukcji pola elektrycznego okresla wzor

dO 0D _ -
= 62 0dS
a $o . (1.38)

Z poréwnania wyrazenia (1.38) z rownaniem ciggtosci

Q..
dt

pjuds (1.39)
S
gdzie j jest gestoscia pradu przewodzenia, otrzymujemy

D> N
E(] + E)DdS =0 . (1.40)

Z rownania (1.40) wynika, Ze oprész gestosci pradu przewodzenia j jest sktadnik 9D /9 ¢,
ktéry ma wymiar gestosci pradu. Maxwell zaproponowal nazwaé ten sktadnik gestoscig

prqgdu przesuniecia:

12



ol

- :a

(1.41)

J przes

[ =3)

t

Zgodnie z hipoteza Maxwella prad przesunigcia tak samo jak zwykly prad przewodzenia
wytwarza pole magnetyczne. A =zatem prawo Ampere'a (1.34) musimy uogdlnic,

wprowadzajac do jego prawej strony prad przesunigcia

flj[ Ddi = chalk Dds; = J‘(.;+ .}:przes)Ddg - I+ IP”ZeS 5 (142)
P S N

gdzie L prees = Jj prees 1AS jest pradem przesunigcia, ktory ptynie przez powierzchnig¢ §
N

rozpi¢ta na krzywej P.

Z uogolnionej postaci prawa Ampeére'a (1.42) tatwo udowodnié, ze cyrkulacja wektora
H przy tadowaniu (albo roztadowaniu) kondensatora nie zalezy od wyboru powierzchni S
rozpictej na krzywej P . Istotnie dla zamknietej powierzchni S = S, + S, ze wzoru (1.40)

otrzymujemy

jcalk Dd§ = deg ¥ j}rzes Ddg -1t rzes = 0
f; f; f ) » _ (1.43)

Tu znak minus pochodzi z tego, ze prady I i ,.. w (1.43) rozwazamy jako wielkoSci

dodatnie, a zatem jeden z pradow musi by¢ dodatni, a drugi - ujemny.
Skad
I=1,. . (1.44)

Bioragc pod uwage wzor (1.44) i uwzgledniajac, ze

[Jon WS =1 [ DdS=1

3 s,

przes
s

otrzymujemy

I]calk 0ds = I.}:calk 0dS ) (1.45)

S S,

Z punktu widzenia teorii Maxwella 1 zgodnie ze wzorem (1.40) (P(j * e )0AS = 0 )
S

obwody pradéw zmiennych sg obwodami zamknigtymi: przez te odcinki obwodu, gdzie brak

jest przewodnikow, na przyktad miedzy oktadkami kondensatora, "ptynie" prad przesunigcia.
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