Wyklad 7

Mechanika plynéw

Z makroskopowego punktu widzenia powszechnie przyjety jest podzial materii na ciata
stale 1 plyny. Pod pojeciem substancji, ktora moze ptynaé, czyli moze znacznie zmieniaé
swoje rozmiary i ksztalt, rozumiemy ciecze 1 gazy. Dla cial sztywnych, majacych okreslony
rozmiar 1 ksztatt, sformutowaliSmy mechanikg cial sztywnych. Do rozwiazywania zagadnien
z mechaniki ptynéw musimy wprowadzi¢ nowy formalizm, poniewaz plyny tatwo zmieniaja

ksztalt, a w przypadku gazéw przyjmuja objgtos¢ rowna objetosci naczynia.
Statyka plynow. Cisnienie i gestos¢

Na powierzchnie dowolnego ciata (ciato stale albo ciecz) istnieja tak zwane sify
powierzchniowe. Sity te sa zwiazane z tym, ze na granice cialo - proznia (albo powietrze)
atomy albo molekuty ciata oddziatuja tylko z atomami (molekutami), ktore znajduja sie
wewnatrz ciata, wskutek czego powstaje wypadkowa sita na powierzchni ciata skierowana we
wngetrz ciala. Roznica w dziataniu sity powierzchniowej na ptyn i na ciato state polega na tym,
ze dla cieczy, znajdujacej si¢ w stanie statycznym albo stanie rownowagowym, sita
powierzchniowa musi by¢ zawsze prostopadia do powierzchni ptynu, podczas gdy w ciele
statym moze mie¢ dowolny kierunek. W ptynie, ktéry nie znajduje si¢ w stanie
rownowagowym, styczniowa sktadowa silty powierzchniowej powoduje $lizganie si¢ po siebie
warstw plynu, wskutek czego plyn zmienia swodj ksztalt, rozmiary 1 plynie. Stan
rOwnowagowy, statyczny powstaje wtedy, gdy styczniowa sktadowa sity powierzchniowe;j
znika. Sil¢ dzialajaca na jednostk¢ powierzchni prostopadiej do sily powierzchniowej
nazywamy cisnieniem i oznaczamy litera P . Poniewaz ci$nienie jest w stanie rownowagi
cieczy zawsze prostopadte do jej powierzchni, ci$nienie w plynie jest wielkoscia skalarna.

W uktadzie SI jednostka ci$nienia jest (pascal), 1 Pa =1 N/m’. Innymi jednostkami sa
bar (1 bar = 10° Pa), atmosfera (1 atm = 101325 Pa), mm Hg (760 mm Hg = 1 atm).

Plyn znajdujacy si¢ pod ci$nieniem wywiera sil¢ na kazda powierzchni¢ bedaca z nim
w kontakcie. Rozwazmy zamknigta powierzchni¢ zawierajaca ptyn. Dowolny element
powierzchni ptynu S (rys.VIL.1) moze by¢ reprezentowany przez wektor §. Dhugoéé tego
wektora wybieramy réwna polu powierzchni, kierunek za§ wybieramy prostopadtym do
powierzchni i majacym zwrot na zewnatrz. Wtedy sita F wywierana przez ptyn na ten

element powierzchni wynosi
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F=pl§ . (VIL1)
Do opisu pltyndow stosujemy pojgcie gestosci
S P

p=1 (VIL.2)

Tu m jest masa ptynu, a V' jej objgtoscia.

Gestos¢ zalezy od wielu czynnikow takich jak

Rys.VIL1. Wektor § . temperatura, ciSnienie. W tabeli przedstawiony
jest zakres wartos$ci gestosci spotykanych w
przyrodzie.

Materiat P (kg/m’)
przestrzen migdzygwiezdna 10" - 107
najlepsza préznia laboratoryjna 107"
powietrze (1 atm 0 °C) 1.3
powietrze (50 atm 0 °C) 6.5
Ziemia: wartos$¢ $rednia 5.52:10°

Rdzen 9.5:10°

Skorupa 2.8:10°
Biale karly 10°- 10"
jadro uranu 10"

Cisnienia wewnatrz nieruchomego plynu, znajdujacego w polu grawitacyjnym Ziemi

Gdy plyn znajduje si¢ w réwnowadze (nie plynie) to jego kazda czg$¢ jest w
rownowadze. Rozpatrzmy element ptynu w ksztalcie cienkiego dysku znajdujacego si¢ w
odleglosci V od poziomu odniesienia (rys.VII.2). Grubo$¢ dysku wynosi dy , a powierzchnia
kazdej strony wynosi S. Masa takiego elementu jest rtowna P LIV = plbdy, a jego cigzar
Pg Lddy . Sily poziome dzialajace na ten element, wywotane jedynie przez ci$nienie ptynu,
réwnowaza sig. Sity pionowe sa wywolywane nie tylko przez ci$nienie plynu, ale tez przez
jego cigzar. Rozwazany element plynu nie jest przyspieszany, zatem wypadkowa sita

dzialajaca nan musi by¢ zerem. Dla zachowania rGwnowagi w pionie trzeba, wigc aby:

pS =(p+dp)S+ pgSdy , (VIL3)
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i (p+dp)S a stad
— e ® = pg<o. (VIL4)
T pS g
y Réwnanie (VILL4) pokazuje, ze cisnienie
zmienia si¢ ze zmiang wysokosci dy . Gdy
- wysoko$¢ roénie, tzn. dy >0 wtedy, jak

oziom odniesienia y=0
P y wida¢ ze wzoru (VIL4), dp<0,  tzn.
Rys.VIL.2. Ci$nienie wewnatrz ptynu oL ) .

ciSnienie w plynie ze wzrostem wysokosci

maleje.
Z doswiadczen wynika, ze ciecze sq praktycznie niescisliwe, czyli P jest stale i nie zalezy od

Y. A zatem jesli réznice w wysokoSci nie sa na tyle duze zeby uwzglednia¢ zmiany
przyspieszenia grawitacyjnego Ziemi & , mozemy dla jednorodnej cieczy zapisa¢ rozwiazanie

rownania (VII.4) w postaci:
p=—-pgh+C . (VILS)

Tu stata C zalezy od tego jak wybraliémy poziom odniesienia y =0. Jezeli powierzchnia

cieczy jest swobodna, wiasnie ona stanowi naturalny poziom odniesienia. Wtedy ci$nienie
p(¥ =0) =C na powierzchni cieczy jest rtowne ci$nieniu atmosferycznemu p, Teraz V we
wzorze (VIL5) opisuje potozenie (glteboko$é) pewnego poziomu w cieczy, a zatem y <0,
Oznaczajac gleboko$é ponizej poziomu cieczy przez h ==y, wzor (VIL5) mozemy zapisaé

W postaci:
p=p,tpglh (VIL6)

Zwiazek (VIL.6) nie tylko pokazuje, ze ci$nienie rosnie wraz z glebokoscia ale tez, ze jest
jednakowe dla punktoéw o tej samej gigbokosci.

Dla gazéw p jest mate i1 réznica cisnien w dwoch punktach jest zazwyczaj do
pominigcia i dlatego mozna przyjmowaé, ze ci$nienie gazu w naczyniu jest wszgdzie
jednakowe. Nie jest to jednak prawdziwe, gdy mamy do czynienia ze znaczna rdznica
wysokosci (gdy wznosimy si¢ na przyklad w atmosferze). Cisnienie zmienia si¢ wtedy
znacznie, zmienia si¢ tez P . Np. na wysokosci okoto 6 km ci$nienie wynosi 0.5 atm. Dla

poréwnania na glgbokosci morza 6 km ci$nienie wynosi 600 atm.
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Prawo Pascala i prawo Archimedesa
Rozwazmy ciecz w naczyniu zamknigtym tlokiem, na ktéry mozemy dziataé
ci$nieniem zewngtrznym P, (rys.VIL3).

Po W kazdym punkcie 4 znajdujacym si¢ na

glebokosci # od goérnej powierzchni cieczy,

ci$nienie jest okreslone wzorem (VIL6).

h Zwigkszymy cisnienie zewngtrzne o wartos¢

Ap, Poniewaz. ci escidli .
A . Poniewaz, ciecze sa niescisliwe wigc
gesto$¢ pozostaje praktycznie bez zmian i

dlatego ci$nienie teraz wynosi

Rys.VIL3. Sciskanie ptynu. P=po+hp,+pglh . (VIL7)
Wynik (VIL.7) zostal po raz pierwszy sformutowany przez Blaise Pascala i nazywa sig
prawem Pascala. Prawo to formuluje si¢ nastgpujaco: cisnienie wywierane na zamkniety plyn
jest przekazywane niezmienione na kazdq czes¢ plynu oraz na scianki naczynia.

Prawo to jest konsekwencja praw mechaniki ptynéw podobnie jak prawo
Archimedesa. Kiedy cialo jest zanurzone w cato$ci lub czgsciowo w spoczywajacym plynie
(cieczy lub gazie) to ptyn ten wywiera ci$nienie na kazda, bedaca z nim w kontakcie, czgs$¢
powierzchni ciata (rys.VIL.4). Wypadkowa sita jest skierowana ku gorze 1 nazywa si¢ silq
wyporu.

Poniewaz ci$nienie wywierane na ciato nie
( zalezy od materiatu, z ktérego zrobiono ciato,

/ wigc zastapmy W naszym rozumowaniu

rozpatrywane cialo przez ten sam ptyn, co

/ {7 plyn otoczenia. Na ten ptyn bedzie dziatalo to
samo cisnienie, co na ciato, ktore zastapit.

Poza tym plyn bedzie nieruchomy. Stad

dziatajaca nan sita bedzie rowna cigzarowi

ptynu 1 skierowana ku gorze tak, Zeby ten

Rys.VII.4. Sily dziatajace na zanurzone cialo. ciezar zréwnowazy¢.
Otrzymujemy prawo Archimedesa: cialo w catosci lub czesciowo zanurzone w plynie jest

wypierane ku gorze sitq rownq ciezarowi wypartego przez to ciato ptynu. Tak, wigc:
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Fwyporu = mw;partego plynu @ = pVg 5 (VIIS)

gdzie P jest gestoscia ptynu, a V' objetoscia czesci zanurzonej ciata.
Pomiar cisnienia (barometr)

Evangelista Torricelli wynalazt w 1643 r barometr rtgciowy i tym samym podat sposob
pomiaru ci$nienia atmosferycznego. Barometr Torricellego sktada si¢ z rurki wypetnionej
rtecia (0 = 13.6:10° kg/m’®), ktora odwracamy nad naczyniem z rtecia tak jak na rys.VILS.

] p=0 Cisnienia w punktach 4 1 B musza by¢
jednakowe bo punkty te sa na jednakowe;j
h wysoko$ci. Zgodnie z naszymi uprzednimi

rozwazaniami mozemy zapisac

. p,=pelh (VI1.9a)

pB = patm . (VII9b)

Poniewaz p; = p, ze wzoréw (VIL.9) mamy

Rys.VILS5. Barometr p = Pam ) (VIIL.10)
g

Jezeli ci$nienie atmosferyczne jest p,, =1 atm=101325 Pa=101325 kglh/s*, ze

wzoru (VIL.10) znajdujemy:

_ DPum _ 101325

3 =0.76 mHg .
pg 13.6000° 9.8

Wigc mierzac wysokos¢ stupa rtgci mierzymy wielkos$¢ ci$nienia atmosferycznego.
Dynamika plynow. Ogolny opis przeplywu plynow

Znane sa dwa podejscia do opisu ruchu ptynu. Pierwsze wymaga "podzielenia" ptynu na
nieskonczenie mate czastki (elementy objgtosci) i1 $ledzenie za ruchem tych elementow.
Oznacza to, ze dla kazdej czastki mamy wspotrzedne x, y, z 1 ich zalezno$¢ od czasu. W ten
sposob skonstruowa¢ mozna opis ruchu plynu (ten sposdéb wprowadzit Joseph Louis Lagrange
w koncu XVIII w). Drugie podej$cie zaproponowane przez Leonharda Eulera jest bardziej

wygodne. Zamiast opisywac histori¢ kazdej z czastek rozwazamy gesto$¢ ptynu 1 jego

predkos$¢ w kazdym punkcie przestrzeni i w kazdej chwili czasu. Czyli podajemy P(x, y,z,t)
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oraz U(x,y,z,t) . Oznacza to, ze koncentrujemy sie tylko na zmianach z czasem w wybranym

punkcie przestrzeni gestosci 1 predkosci ptynu.

Na wstegpie rozpatrzmy pewne ogolne wlasciwosci charakteryzujace przeptyw.

s Przeplyw moze by¢ ustalony lub nieustalony. Ruch ptynu jest ustalony, kiedy predkosc
ptynu U jest w dowolnie wybranym punkcie stala w czasie tzn. kazda czastka
przechodzaca przez dany punkt zachowuje si¢ tak samo. Warunki takie osiaga si¢ przy
niskich predkosciach.

« Przeptyw moze by¢ wirowy lub bezwirowy. Przeplyw jest bezwirowy, gdy w zadnym
punkcie czastka nie ma wypadkowej predkosci katowej wzgledem tego punktu. Mozna
sobie wyobrazi¢ mate kotko z topatkami zanurzone w przeptywajacym ptynie. Jezeli kotko
nie obraca si¢ to przeptyw jest bezwirowy, w przeciwnym razie ruch jest wirowy.

« Przeptyw moze by¢ Scisliwy lub niescisliwy. Zazwyczaj przeptyw cieczy jest nieScisliwy
(stala p). Przeptyw gazu tez moze by¢ niescisliwy tzn. zmiany gestosci sa nieznaczne. Np.
ruch powietrza wzgledem skrzydet samolotu podczas lotu z predkoscia mniejsza od
predkosci glosu jest przeptywem niescisliwym.

« Przeplyw moze by¢ lepki lub nielepki. Lepkos¢ w ruchu ptynéw jest odpowiednikiem
tarcia w ruchu ciat statych (lepko$¢ smarow).

W naszych rozwazaniach ograniczymy si¢ do przeplywow ustalonych, bezwirowych,
niescisliwych 1 nielepkich. To znacznie upraszcza matematyke.

Nasze rozwazania rozpoczniemy od wprowadzenia pojecia linii prqdu (rys.VIL.6).

W przeptywie ustalonym U jest stala w czasie
R w danym punkcie. Rozwazmy punkt P
VR wewnatrz ptynu. Kazda czastka ma tam taka
P Q sama predkos¢. To samo dla punktow Q i R.
Jezeli przesledzimy tor jednej czastki to
VQ przesledziliSmy zarazem tor kazdej czastki
Vp przechodzacej przez P. Tor tej czastki
nazywamy linia pradu. Linia pradu jest
Rys.VIL6. Linia pradu
rownolegta do predkosci ptynu.
Zadne linie pradu nie moga si¢ przecinaé, bo istniataby niejednoznaczno$¢ w wyborze drogi

przez czastkg (a przeptyw jest ustalony). Jezeli wybierzemy pewna skonczong liczbg linii

pradu to taka wiazke nazywamy strugq prqdu. Brzegi sktadaja si¢ z linii pradu wigc phyn nie
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moze przeplywaé przez brzegi strugi. Ptyn wchodzacy jednym koncem strugi musi opuscic ja
drugim.

Na rysunku VIL.7 predkos¢ czastek w punkcie P wynosi U, a pole przekroju strugi 4.
W punkcie O odpowiednio U, i A,. W czasie At element ptynu przebywa odleglos¢ UA? .

Masa ptynu przechodzacego przez 4, w czasie At wynosi

Am, = p, 40,4t

A poniewaz AU At stanowi  objeto$é
2
elementu ptynu. Wprowadzamy strumien

masy jako Am/At. Wtedy otrzymujemy dla

punktéw P i Q odpowiednio
Q / Q, v,
Am, /At = p AU, ,

P, v,

oraz

Rys.VIL.7. Struga pradu Am, /At = p, 4,0, .

Poniewaz nie ma po drodze (migdzy punktami P i Q) zadnych "zrodel" ani "Sciekow", wigce

strumienie mas musza by¢ sobie rowne
P AU, = P, 4,0, .
Jezeli ptyn jest niescisliwy to O, = P, 1 wtedy
A, = 4,0, |

czyli
AU = const .

Z roOwnania powyzszego wynika, ze predkos¢ pltynu niescisliwego przy ustalonym przeptywie
jest odwrotnie proporcjonalna do pola przekroju. Linie pradu musza si¢ zaggszcza¢ w wezszej
czesci, a rozrzedzaé w szerszej. Tzn. rzadko rozmieszczone linie oznaczaja obszary niskiej
predkosci, linie rozmieszczone ggsto obszary wysokiej predkosci.

Ponadto warto zauwazy¢, ze skoro czastki zwalniaja przeptywajac z P do Q (U, > U,)
to poruszaja si¢ ruchem jednostajnie opdznionym. Opdznienie to moze by¢ wywolane

grawitacja lub réznica ci$nien, ale wystarczy wzia¢ jako przykiad struge pozioma, w ktorej
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grawitacja si¢ nie zmienia, aby doj$¢ do wniosku, Ze ci$nienie jest najwicksze tam gdzie

predkos¢ najmniejsza (w przeptywie ustalonym).
Rownanie Bernoulliego
Rozwazmy ustalony, niesci§liwy przeplyw ptynu przez rurg (rys.VIL.8). Ciecz na rysunku
plynie w strong prawa. W czasie At powierzchnia S, przemieszcza si¢ o odcinek U, Af do
polozenia S . Analogicznie powierzchnia S, przemieszcza si¢ o odcinek U,A¢ do potozenia
S, . Na powierzchni¢ S, dziata sita F; = p, [5, a na powierzchni¢ S, sita F, = p, (5, .
Zwro¢my uwagg, ze efekt sumaryczny przeptywu ptynu przez rurke polega na przeniesieniu

pewnej objetosci ¥ ptynu ograniczonej powierzchniami S,S; do potozenia S,S,.

Rys.VIIL.8. Niescisliwy przeptyw ptynu przez rurg.
Twierdzenie o pracy i energii mowi, ze praca wykonana przez wypadkowa sitg jest rowna
zmianie energii uktadu. Sitami, ktore wykonuja prace sa F; i F,. Obliczamy, wigc pracg tych
sit

A=FuAt - F,u,At = p,S\0,At = p,S,0,0t =(p, = p,)V

oraz zmiang energii strugi

2 2
M:%+mgh2%%+mghlé

Poniewaz
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A=AF ,

to przy zalozeniu niescisliwosci ptynu ( P = const) otrzymujemy

v? v’
(», _pz)ufz%-l'mghz%%-l'MghlE»

Biorac pod uwage, ze P =m/V  zwiazek ten mozna przeksztalci¢ do postaci

2
1

pU B Jolik

Dbt +pgh = p, +=—*+pgh, ,
2 2

czyli

1
p +§pU2 + pgy = const. (VIL11)

Roéwnanie to nosi nazwe¢ rownania Bernoulliego dla przeptywu ustalonego, nielepkiego i
niescisliwego. Jest to podstawowe rownanie mechaniki ptynéw. Moze by¢ stosowane do
wyznaczenia predkosci ptynu na podstawie pomiaréw ci$nienia (rurka Venturiego, rurka

Pitota).
Lepkos¢

W cieczach rzeczywistych ruchomych zawsze istnieje tarcie migdzy sasiednimi
warstwami, ktore nazywamy lepkosciq. Pomiary predkosci przeptywu cieczy w rurce
wykazuja, ze predko$¢ przepltywu jest maksymalna w $rodku rury, zmniejszajac do zera okoto
Scianek rury. Ciecz w takim przypadku sktada si¢ z matych cylindrycznych warstw migdzy
ktorymi, wskutek roznicy predkosci warstw, zachodzi tarcie. Przeplyw cieczy w postaci
takich warstw nazywamy laminarnym. 7 doswiadczen wynika, ze przy laminarnym
przeptywie modut sily tarcia dziatajacej na granice dwdéch warstw na powierzchnie S
warstwy cylindrycznej (czyli powierzchni réwnoleglej do predkosci ruchu cieczy) wynosi

v

F =
d dr

(5 . (VIL12)

Tu wspétczynnik /1 nazywa si¢ lepkoscia cieczy, a du/dr okre§la zmiany predkosci
przeplywu cieczy w kierunku prostopadtym po powierzchni §. Sita tarcia (VII.12) miedzy
dwoma warstwami ma kierunek zgodny lub przeciwny z kierunkiem ruchu cieczy i powoduje

wyrownanie predkosci réznych warstw.
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Przeptyw laminarny jest przeptywem ustalonym i obserwuje si¢ w przypadku matych
predkosci cieczy. Jezeli bedziemy zwigkszaly predkos$¢ przeptywu cieczy, to przy okreslone;j
wartosci predkosci przeplyw cieczy staje si¢ niestacjonarny. W tym przypadku predkosci
czastek cieczy w kazdym punkcie cieczy zmieniaja si¢ przypadkowo. Takie chaotyczne
zachowanie si¢ cieczy nosi nazwe¢ turbulencji. Charakter przeplywu cieczy - laminarny albo

turbulentny, zalezy od warto$ci bezwymiarowego parametru

7

VIL13
1 ( )

Parametr (VII.13) nazywa sie liczbq Reynoldsa. We wzorze (VII.13) P jest gesto$¢ cieczy, U
- §rednia predkos¢ przeptywu cieczy, [ - promien poprzecznego przekroju rury.

Okazuje sig, ze jezeli Re <1000, przeptyw cieczy bedzie laminarny. Warto podkresli¢
uniwersalny charakter tej liczby, co oznacza, ze przeptyw wszystkich cieczy (rézne P i11) z
réznymi predkosciami i w réznych rurach (rézne /) bedzie laminarny jezeli Re <1000.

Jednak jezeli Re >1000 ruch cieczy staje si¢ turbulentnym, chaotycznym.
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