Wyklad 6

Dynamika osrodkow sprezystych

Fale mechaniczne

Fale powstajace w osrodkach sprezystych (np. fale dzwigkowe) nazywamy falami
mechanicznymi. Powstaja one w wyniku wychylenia jakiego$ fragmentu o$rodka z potozenia
roOwnowagi, co w nastepstwie powoduje drgania fragmentu wokoét tego potozenia. Drgania te
(dzigki wtasciwosciom sprezystym osrodka) sa przekazywane na kolejne czg$ci osrodka. Sam
ofrodek nie przesuwa sig, a jedynie jego elementy wykonuja drgania w ograniczonych
obszarach przestrzeni. Na przyktadzie fal na powierzchni wody widzimy, ze przedmioty
plywajace wykonuja ruch drgajacy natomiast same fale poruszaja si¢ ruchem jednostajnym.
Fala dobiegajace do danego przedmiotu wprawiaja go w ruch drgajacy przekazujac mu
energi¢. Mozna za pomoca fal przekazywac, wigc energi¢ na duze odlegtosci. Energia fal to
energia kinetyczna i potencjalna czastek osrodka.

Cecha charakterystyczna fal jest to, ze przenosza one energi¢ poprzez materi¢ dzigki
przesuwaniu si¢ zaburzenia w materii a nie dzigki ruchowi postgpowemu samej materii. Do
rozchodzenia si¢ fal mechanicznych potrzebny jest osrodek. To wlasciwosci sprezyste
osrodka decyduja o predkosci rozchodzenia si¢ fali. Ze wzgledu na kierunek drgan czastek

wzgledem kierunku rozchodzenia sig fali, rozrézniamy

« Fale poprzeczne. Przykladem fali poprzecznej sa drgania liny, w ktorej zachodza one w
kierunku prostopadtym do kierunku rozchodzenia si¢ fali (rys.VI.1a). Fala na powierzchni
wody tez jest fala poprzeczna.

« Fale podtuzne. Przyktadem fali podtuznej jest fala, ktora powstaje w drgajacej sprezynie
(rys.VIL.1b). Dla fali podtuznej drgania zachodza w tym samym kierunku w ktérym

rozchodzi sig fala. Fale dzwigkowe, ktore emitujemy gltosem tez sg falami podtuznymi.

Ze wzgledu na czolo fali (czoto jest to powierzchnia taczaca punkty o jednakowych

zaburzeniach w danej chwili) wyrdézniamy
» fale ptaskie (czoto fali jest ptaszczyzna i fala rozchodzi si¢ w kierunku, prostopadtym do

tej ptaszczyzny);

- fale kuliste (czoto fali jest kula i fala rozchodzi si¢ we wszystkich kierunkach).
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Rys.VI.1.Fale poprzeczne (a) i podtuzne (b)

Fale rozchodzgce si¢ w przestrzeni
Rozwazmy diluga strung naciagnigta w kierunku x, wzdhiz ktérego biegnie fala
poprzeczna. W dowolnej chwili na przyklad 7= 0 ksztalt struny mozna opisa¢ funkcja
y(x)= f(x), gdzie y — przemieszczenie czasteczek struny wzdhuz osi Oy . Przypusémy, ze w

miare uptywu czasu fala biegnie wzdluz struny bez zmiany ksztattu w prawo, czyli w strong

wzrostu x. Wybierzemy w chwili ¢ = 0 jaki$ punkt 4 fali, dla ktérego wychylenie struny w
kierunku osi Oy jest rowne y(x,)= f(x,). Wtedy, po czasie ¢ fala przesuwa si¢ o Ul w

prawo (gdzie UV - predkosc¢ fali) 1 po czasie ¢t w punkcie x = x, + U7 fali wychylenie struny w
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kierunku osi Oy bedzie rowne y(x)= y(x,)= f(x,). Poniewaz x,= x-Uf mozemy

zapisac
y(x,0)= f(x-ve) . (VL1)
Réwnanie (VI.1) jest wigc rownaniem fali rozchodzacej si¢ w prawa strong struny. Ksztalt fali
okresla funkcja f(x- V1),
Fala rozchodzaca si¢ w lewa strong struny, czyli w strong¢ mniejszych x - 6w, okresla
wzOr

y(x,0)= f(xtue) . (VL2)

Istotnie, ze wzoru (VI1.2) wynika, ze w chwili ¢ w punkcie x = - U7 ksztalt fali (wychylenie
struny) jest taki sam jak w chwili # = 0 w punkcie x = 0.
Argument funkcji f(xt 0?), czyli
g (x,t)= xtv (VL3)
nosi nazwge fazy drgan.
Przypusémy, ze $ledzimy wybrana czes$¢ fali, dla ktorej faza drgan ¢ (x,7)= x- v [t
jest stata
x-Ut= const . (VL4)

Roézniczkujac (V1.4) wzgledem czasu otrzymujemy

dx
= U

- (VL5)

A zatem, predkos¢ U rzeczywiscie okresla predkos¢, z ktora punkt majacy okreslone

wychylenie (okreslona fazg) porusza si¢ wzdhuz struny. Jest to tak zwana predkosé¢ fazowa.
Zauwazmy, ze dla danego ¢ = ¢, w funkcji fali f(xt Uf) czas jest staty i funkcja f(x1 x;),
gdzie x, = U [t;, zalezy tylko od X i okre$la ksztatt fali w chwili ¢ = ;. Jezeli rozwazymy
jaki$ okre$lony punkt struny x = x,, to w funkcji fali f(xfUf) zmienna X jest stata i

funkcja f(x,t v f) zalezy tylko od ¢ i okre$la drgania struny w punkcie x = x .
Rozwazmy teraz falg o szczegdlnym ksztalcie. Zatozmy, ze w chwili # = 0 ksztalt

struny jest opisany funkcja

.2
y= Asm/‘—x , (VL6)
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gdzie A jest maksymalnym wychyleniem. Zauwazmy, ze wychylenie jest takie samo w

.21 .2 .2
punktach x, x + A, x + 2A, x + 3A itd., poniewaz Sm(A_ x) = Sln(Tx t2m)= Sm(/\_ +4m)=

.21
51n(A—x+ 6m) itd. Wielko$¢ A nazywamy diugosciq fali (odlegtos¢ migdzy punktami o tej

samej fazie). Jezeli fala biegnie w prawo to
.21
y= Asm)\—(x- V) . (VL7)

Okres T jest czasem, w ktorym fala przebiega odleglos¢ rowna A, wige:
A= 0T,

stad

. t
ye Asm2n@;- T@ , (VL)

Ze wzoru (VI1.8) wida¢, ze w okres§lonej chwili ¢ taka sama faza jest w punktach x, x+A, x+ 2

A, xt3A itd., poniewaz

1 X 4 = 1 i-i = 1 ﬁ-i - qi i-i :
ngn@A— ?@- s1n[2n@A T@+2n] s1n[2n@A T§+4ﬂ] s1n[2n@A T@+67T]1td.,

oraz, ze w danym miejscu faza powtarza si¢ w chwilach ¢, ¢ + T, ¢t +27, itd., poniewaz
sin2n 1 - LH= sinardX- Lo- on= sinf2n 15 - - 4n7 itd.
0A T 0A T 0r  T1

Czgsto przy rozwazaniu zjawisk falowych w fizyce wprowadza si¢ dwie nowe
wielkos$ci: liczbe falowa k= 2m /A 1 czestos¢ katowa w = 21 /T. Wowcezas dla fal

biegnacych w prawo i lewo mozemy zapisac
y= Asin(kx- 0t) lub y = Asin(kx+ « 7)

Wida¢, ze predkos¢ fazowa fali U jest dana wzorem

b
T T

L
2n  k
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Rozchodzenie si¢ fal, predkos¢ fal

Jezeli chcemy zmierzy¢ predkosé fali U to $ledzimy jak przemieszcza si¢ w czasie
wybrana czes¢ fali, czyli okreslona faza.
Wiemy, ze predko$¢ fali zalezy od sprgzystosci osrodka i jego bezwladnos$ci. Sprezystos¢ dla
struny jest okre$lona poprzez napinajaca ja sile F' (na przyktad im wigksza sita tym szybciej
wychylone elementy struny wracaja do potozenia rGwnowagi). Natomiast bezwladnos¢ jest
zwiazana z masa struny m oraz jego dtugoscia /. Na przykladzie drgajacej struny (rys.VI.2)
mozna udowodnié, ze drgania dowolnego matego odcinka struny opisuje tak zwane rownanie
falowe, ktore stosuje si¢ do wszystkich rodzajow rozchodzacych si¢ fal, takich jak fale

dzwigkowe czy fale elektromagnetyczne:

v q° 19°
—D o= (V1Y)

Al dx~ V-0t
F %N F Tu V okresla wychylenie matego odcinka

w struny w kierunku prostopadtym do struny;
_|F
Rys.VI.2. Drgania struny. v = U_ : (VL10)
okresla predkos¢ poprzecznej fali

y= f(x,t)= Asin(kx-wt) | (VL.11)

rozchodzacej si¢ w kierunku osi Ox . We wzorze (VI.10) 4 = m/l - masa przypadajaca na
jednostke dhugosci struny.
Zwréémy uwageg, ze sinusoidalna fala moze by¢ przenoszona wzdhluz struny z

predkoscia niezalezna od amplitudy ( 4 ) i czestotliwosci (W ).
Interferencja fal

Interferencjq fal nazywamy zjawisko naktadania si¢ fal, wskutek czego zachodzi ich
wzajemne wzmocnienie w jednych punktach przestrzeni oraz ostabienie w innych, w
zaleznosci od stosunkow faz interferujacych fal.

Rozwazmy dwie fale o rownych czestotliwosciach 1 amplitudach, ale o fazach

rozniacych si¢ o 0 . Réwnania tych fal sa nast¢pujace
vy, = Asin(kx-wt-0) ,

v, = Asin(kx-wt) .
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Znajdzmy teraz fal¢ wypadkowa jako sume¢ y = y, t y,. Korzystajac ze wzoru na sumg

sinusow

1
[\
]
=
=
(@)
o
7]

sind + sinfp

(VI.12)
otrzymujemy
- - 24cosi>-Fs
Yy ty, = 2ACOSD5DSIH(kx- wt-0/2) , (VL.13)

co jest rownaniem fali sinusoidalnej o amplitudzie 24cos(d /2).
Dlad = 0,21 ,4m,...2n1 mamy
24cos(0 /2)= 2Acos(nm) = (-1)" 24 >

a zatem fale wzmacniaja si¢ (amplituda wypadkowej fali wzrasta o 2 razy).

Dlad =nm.,3m,...2n+ D1 mamy
2Acos(0 /2)= 2Acos[(2nt Dn /2)= 0,
a zatem fale wygaszaja si¢ (amplituda wypadkowe;j fali jest zerowa).

Fale stojace

Drugim przyktadem interferencji (naktadania si¢) fal jest fala stojaca. Rozwazmy dwa

ciagi falowe biegnace w przeciwnych kierunkach tzn.

Asin(kx- 0t) ,

Wi
v, = Asin(kxt wt) ,

na przyktad falg padajaca i odbita.
Korzystajac ze wzoru (XI.12) dla fali wypadkowej mozemy zapisaé

Y=yt y, = 24sin(kx)cos(0?) . (VI.14)

Jest to rownanie tak zwanej fali stojqcej. Zauwazmy, ze czastki drgaja ruchem harmonicznym
prostym. Czastki maja t¢ sama czestose, ale roznq amplitude zalezna od potozenia czastki x.
Punkty kx= (2n+ )1 /2 (gdzie n= 0,1,2,...), dla ktorych sin(kx)= t1 maja maksymalna
amplitude i nazywaja sie¢ strzatkami. Punkty kx= nm (gdzie n= 0,L2,...), dla ktorych

sin(kx) = 0 maja zerowa amplitude i nazywaja si¢ weztami.
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Zwrdéémy uwage na jeszcze jedng istotna roznicg. W przypadku fali stojacej, energia
nie jest przenoszona wzdluz struny (sznura), bo nie moze ona przeptyna¢ przez wezly, jest na

stale zmagazynowana w poszczego6lnych elementach struny (sznura).
Uklady drgajace, przyklad

Jezeli struna zamocowana na obu koncach zostanie najpierw wygigta a nastgpnie
puszczona, to wzdtuz struny rozchodza si¢ drgania poprzeczne. Zaburzenia te odbijaja si¢ od
zamocowanych koncow i w wyniku interferencji powstaje fala stojaca. Zwro¢my uwage, ze
drgania struny wytwarzaja w otaczajacym strung¢ powietrzu dzwigkowe fale podtuzne (fale
akustyczne). Poniewaz jedynym warunkiem, jaki musi by¢ spetiony, jest nieruchomo$¢ obu
koncow struny, czyli istnienie weztow fali stojacej na tych koncach, to moga powsta¢ w tej
strunie fale stojace o roznej dtugosci. Pierwsze cztery rodzaje drgan, jakie powstaja w strunie
o dhugosci L zamocowanej na koncach sa pokazane na rys.VI1.3. Takie fale stojace nazywamy

rezonansami. Widzimy, ze dlugosci fal spetniaja zwiazek

2L
1, == (VL15)
n

h,=2L
O 1 Korzystajac z tego, ze predkos¢ fali
<><> — U=A/T=1v oraz podstawiajac
,=
wyrazenie (VI.10) mozemy obliczy¢

QOO \,=2L/3  czestotliwos¢ rezonansow:
LA I AP
A O @ IR "Tor 2n\p O

L Najnizsza czgstosé nazywamy

czestosciq podstawowq a pozostale
Rys.VI.3. Rezonanse. . . . . .
wyzszymi  harmonicznymi,  czyli

alikwotami.
Zazwycza] w drganiach wystepuja, oprocz drgania podstawowego, rowniez drgania

harmoniczne, a dzwigki, jakie odbieramy sa wynikiem naktadania si¢ tych drgan. O jakoS$ci
instrumentu (jego barwie) decyduje wtasnie to ile alikwotow jest zawarte w dzwigku 1 jakie sa
ich natezenia. Przykladowo, drganie wypadkowe struny bedace zlozeniem tonu
podstawowego (n = 1) 1 wyzszych harmonicznych (n = 3, 5, 7) o réznych amplitudach jest
pokazane na rys. VI.4.

Zwr6éémy uwage, ze wypadkowe drganie (chociaz okresowe) nie jest harmoniczne (nie

daje si¢ opisa¢ funkcja sinus lub cosinus).
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Rys.VI.4. Drganie wypadkowe struny bedace zlozeniem tonu podstawowego (n = 1) 1

wyzszych harmonicznych (n = 3, 5, 7) o r6znych amplitudach.
Dudnienia - modulacja amplitudy
Mowilismy juz o superpozycji fal, interferencji w przestrzeni (dodawanie fal o tej samej
czestosci). Rozpatrzmy teraz przypadek interferencji w czasie. Pojawia si¢ ona, gdy przez

dany punkt w przestrzeni przebiegaja w tym samym kierunku fale o trochg réznych

czestotliwos$ciach. Wychylenie wywolane przez jedna i druga fale maja postaé

y, = Asin(w ,?) ,
y, = Asin(w,1) ,

wigce, korzystajac ze wzoru (VI.12), otrzymujemy

Y=yt y, = E2Acos(%t)§sin@wl+7w2t§ )

Drgania wypadkowe mozna, wigc uwazac za drgania o czgstosci

- w1+w2
wsrednie_ 2 b

ktora jest srednia czestoscia dwoch fal, 1 o amplitudzie (wyrazenie w nawiasie kwadratowym)

zmieniajacej si¢ W czasie z czgstoscia
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Jezeli czgstotliwosci @y 1 @y sa bliskie siebie to amplituda zmienia si¢ powoli. Mowimy, ze
mamy do czynienia z modulacja amplitudy AM (stosowana np. w odbiornikach radiowych).
Dla fal dzwigkowych AM przejawia si¢ jako zmiana glosnosci (dzwigk to wzrasta, to gasnie) 1

nazywa si¢ dudnieniami (rys.VL.5).

Rys.VL.5. Dudnienia.
Zjawisko Dopplera

Austriak, Christian Doppler w pracy z 1842 r zwrécit uwagg, ze barwa $wiecacego
ciata (czestotliwos$¢) musi sie zmienia¢ z powodu ruchu wzglednego obserwatora lub zrodia.
Zjawisko Dopplera wystepuje dla wszystkich fal (dzwigkowych, $wietlnych itd.). Obecnie
rozwazymy je dla fal dZzwigkowych. Zajmiemy si¢ przypadkiem ruchu Zrédla i obserwatora
wzdtuz taczacej ich proste;j.

? Wybierzmy ukiad odniesienia nieruchomy

wzgledem osrodka (na przyktad powietrza), w

ktorym biegna fale. Rozwazmy przypadek,

dla ktorego zrodlo dzwicku Z spoczywa w
wybranym uktadzie odniesienia, a obserwator

na przyklad w samochodzie porusza si¢ z

predkoscia U, w kierunku zrodta dzwigku.

Okregi na rys.VI.6 oznaczaja czola fal
oddalonych od siebie o jedna dtugos¢ fali 1 .

Rys.VI.6
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Gdyby obserwator byt nieruchomy, a odlegto$¢ zrodla dzwigku od obserwatora
wynositaby /, to obserwator odbieratby //1 = v¢/1 fal w czasie ¢ i czgsto$¢ styszana przez

obserwatora wynositaby v = 0¢/A¢t=v /A .Tul - predkosc fal.
Gdy obserwator porusza si¢ z predkoscia U, w kierunku zrodta dzwicku, odlegtosé

obserwatora od zrodta dzwigku zmniejsza si¢ i w tym samym czasie ! obserwator odbierze

Uot/A dodatkowych fal. Czesto$é styszana przez obserwatora wynosi

Ut Ut
__+ Y
v':A A _UtUy Ut
t A v
\%
Skad
v tvu v
V= v O =y DHH —OH . (VL.17)
U 1 oo

A zatem czgsto$¢ dzwigku styszana przez obserwatora ulega zwigkszeniu.
Kiedy obserwator oddala si¢ od nieruchomego zrédta dzwigku czgstos¢ dzwigku styszana

przez obserwatora zmniejsza si¢ 1 wynosi

v-v v
V= y o -y - og . (VL.18)
0 v 0

W przypadku, gdy obserwator spoczywa,
a zrédto dzwigku porusza si¢ z predkoscia U ,
(rys.VL.7) czgstos¢ dzwicku styszana przez

obserwatora okresla wzor

v'::vDH ’ E (VL19)

vTFU,

Tu znak minus odnosi si¢ do ruchu zrodta w

kierunku obserwatora, a znak plus dla ruchu

Rys.VL.7 od obserwatora.
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